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Resumen

En esta tesis nos enfocaremos en realizar un estudio comparativo en la
Topologia General y en Algebra Topoldgica de algunas propiedades de tipo
compacidad, tales como: compacidad local, o-compacidad, paracompacidad,
compacidad numerable, pseudocompacidad, compacidad tenue, etc. Siendo
consideradas en espacios topoldgicos, grupos topoldgicos y grupos paratopold-
gicos.

En el primer capitulo encontraremos la notacién, definiciones y algunos
resultados basicos que utilizaremos en los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo se encuentra un estudio de la influencia de los
axiomas de separacion T;, para ¢ = 0,1,2,3,3.5 en los grupos topologicos
y paratopoldgicos. Mostrando que todos los grupos topologicos T son reg-
ulares, y exhibiendo ejemplos en los cuales se muestra la no validez de es-
to en grupos paratopoldgicos. En la seccién 2.1 encontramos una mejoria
del comportamiento de propiedades de separacién en grupos paratopolégicos
Hausdorff, mostrando que estos son de Urysohn.

En la seccion 3.1 probamos que todo grupo topoldgico localmente o-
compacto es fuertemente paracompacto. También, probamos diversas aplica-
ciones de este resultado combinado con otras propiedades no estrechamente
ligadas con las propiedades de tipo compacidad, por ejemplo, que todo grupo
topologico localmente compacto y separable es o-compacto y que todo grupo
topologico conexo localmente compacto es o-compacto. Damos ejemplos que
muestran el porqué no podemos extender estos resultados a espacios topolégi-
cos. En la seccion 3.2 se prueba que todo grupo paratopoldgico localmente
compacto es grupo topologico.

En la seccion 3.2 presentamos algunas propiedades de grupos topologi-
cos pseudocompactos infinitos. Posteriormente se probara que todo grupo
paratopoldgico pseudocompacto es grupo topoldgico, basandonos principal-
mente en un resultado de Arhangel’skii y Reznichenko (teorema 1.7 en [6]).
En la subseccién 3.2.2 analizaremos el célebre teorema de Comfort-Ross (el
producto de grupos topoldgicos pseudocompactos es pseudocompacto), no-
tando que no podemos extender este resultado a espacios topologicos. Poste-
riormente en la subseccién 3.2.3 presentamos la extensién de Ravsky ([28]) del
teorema de Comfort-Ross a grupos paratopoldgicos tenuemente compactos.
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En la subseccién 3.2.4 encontramos algunas condiciones de tipo compaci-
dad bajo las cuales un grupo paratopoldgico resulta ser un grupo topoldgi-
co (ademas de las dos mencionadas anteriormente). Presentando resultados
como que todo grupo paratopolégico regular numerablemente compacto es
grupo topoldgico o que todo grupo paratopolégico Hausdorff secuencialmente
compacto es grupo topoldgico. Para generalizar este tltimo hecho, se pro-
bara que todo grupo paratopoldgico totalmente numerablemente compacto
es un grupo topoldgico.

En el capitulo 4 analizamos el teorema de metrizacién de Birkhoff-Kakutani
para grupos topoldgicos, haciendo una comparacion con el teorema de metriza-
cién de Nagata-Smirnov para espacios topolégicos. Y posteriormente, en la
seccion 4.2 se mostrardan condiciones necesarias para la metrizacién en grupos
paratopologicos.

En el capitulo 5 se abordaran diversos resultados sobre algunos cardinales
invariantes de espacios topoldgicos, grupos topoldgicos y paratopoldgicos,
presentando algunas igualdades y desigualdades. Finalmente en la seccién
5.2 mostraremos que todo grupo topolégico o-compacto tiene celularidad
numerable (Tkachenko, [34]), y una extensién de este resultado a grupos
paratopologicos T} .



Introduccion

Un espacio topoldgico X es compacto si toda cubierta abierta de X tiene una
subcubierta finita. La nocion de compacidad como la conocemos hoy en dia
fue introducida por los matematicos rusos P. S. Alexandroff y P. Urysohn
en 1923. Desde entonces ha sido de gran relevancia en diversas areas de
la matematica y se encuentra relacionada con distintas otras propiedades
tanto topologicas como algebraicas. La compacidad tiene un peso mayor en
la Topologia General, y es aqui, donde es usual aplicar diversos resultados
generales a un espacio topoldgico compacto. Es muy conocido el hecho de que
cualquier conjunto infinito se le puede dotar con muchas topologias, pero si
este cuenta con una estructura de grupo, es inmediato pensar en la relacion
que guardan la operaciéon de grupo y los elementos de la topologia.

Un grupo paratopoldgico (G, 7) consiste de un grupo abstracto G dotado
de una topologia 7, con la cual la multiplicacion es conjuntamente conti-
nua. Un grupo paratopologico es llamado grupo topoldgico si la inversion es
continua.

Comenzaremos nuestro estudio haciendo una observacién de las mejorias
acerca de las propiedades de separacion que obtendremos en los grupos
topoldgicos. Se probara que todos los grupos topoldgicos Ty son regulares
(teorema 2.1) y posteriormente se probard que son de Tychonoff (teorema
4.11).

Estudiaremos a los grupos topolégicos localmente compactos, mostrando
que todo grupo localmente o-compacto es fuertemente paracompacto. Este
hecho implica el conocido resultado de que todo grupo topoldgico localmente
compacto es paracompacto (este resultado aparece en [13] y da una referen-
cia a E. A. Michael). Ademds, nos lleva a diversas aplicaciones, por ejemplo
que todo grupo localmente compacto y conexo es o-compacto. También, si
suponemos que un grupo topolégico localmente compacto es separable, éste
resulta o-compacto. Respecto al estudio de la compacidad local en grupos
paratopoldgicos, tenemos que todo grupo paratopolégico localmente com-
pacto es grupo topoldgico. Esto ultimo es vélido sin la necesidad de algin
axioma de separacién, gracias a un resultado mostrado por Ravsky (lema 4 en
[24]). El cual nos dice que para algin grupo paratopolégico Gy un subgrupo
invariante K de G, si K y el grupo cociente GG/K son grupos topolégicos,
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entonces también lo es G.

Al estudiar la propiedad de pseudocompacidad en grupos topoldgicos,
nos encontramos que los grupos topoldgicos pseudocompactos infinitos con-
tienen un subconjunto numerable y discreto que no es cerrado. Y sabemos
que esto no es posible para espacios topoldgicos gracias a un ejemplo de
Reznichenko ([29]). En cuanto a la propiedad de pseudocompacidad en gru-
pos paratopoldgicos, obtenemos que todo grupo paratopoldgico pseudocom-
pacto es un grupo topologico. Esto, es un corolario inmediato de un resultado
de Arhangel’skii y Reznichenko en [3] (si un grupo paratopolégico G es denso
y de tipo G5 en un espacio topoldgico T3 tenuemente compacto, entonces G
es un grupo topolégico).

También, nos dedicaremos a hacer un estudio acerca del teorema de
Comfort-Ross. Este resultado muestra que la influencia de una estructura de
grupo topoldgico en un espacio pseudocompacto es tan fuerte que la pseudo-
compacidad se vuelve totalmente productiva. Sin embargo, Ravsky muestra
que este hecho se puede generalizar para grupos paratopoldgicos tenuemente
compactos sin la necesidad de suponer algin axioma de separacion ([27]).

Es de nuestro interés saber para cudles generalizaciones de tipo compaci-
dad un grupo paratopolégico se vuelve grupo topologico. Bokalo y Guran es-
tablecen que todo grupo paratopolégico Hausdorff secuencialmente compacto
es grupo topoldgico ([9]). Alas y Sanchis generalizan este hecho introduciendo
los espacios totalmente numerablemente compactos ([1]), y prueban que los
grupos paratopolégicos totalmente numerablemente compactos 77 son grupos
topoldgicos.

Ademas de nuestro enfoque en las propiedades de tipo compacidad men-
cionadas anteriormente, abarcaremos otras propiedades muy importantes co-
mo la metrizacién. Nagata y Smirnov muestran que un espacio topoldgico es
metrizable si y sélo si es regular y tiene una base o-localmente finita, mien-
tras que Birkhoff y Kakutani caracterizan a los grupos topolégicos a partir
del primer axioma de numerabilidad ([8] y [16]), es decir, un grupo topolégico
es metrizable si y sélo si es primero numerable. Este es un resultado bastante
importante en la categoria de grupos topoldgicos que nos ayuda a obtener di-
versas propiedades interesantes. Debido a que el teorema de Birkhoff y Kaku-
tani no se puede extender a grupos paratopologicos, encontraremos ciertas
propiedades que podemos dotarle a un grupo paratopologico para establecer
su metrizabilidad, por ejemplo, todo grupo paratopologico paracompacto y
p-espacio con m-caracter numerable es metrizable. Este hecho y muchos resul-
tados alrededor de él fueron desarrollados por Arhangel’skii y Reznichenko



([6]).

En cuanto a los cardinales invariantes de espacios topolégicos, observare-
mos como mejoran las propiedades de estos en grupos topoldgicos. Comen-
zaremos presentando una manera de encontrar el peso de un grupo paratopo-
légico G a partir de su peso red y su cardcter (w(G) = nw(G) - x(G)), este
hecho fue obtenido por Ravsky en [25]. También, mencionamos algunas de-
sigualdades que acotan el peso w(G) de algin grupo topolégico G. Cabe men-
cionar que en los grupos topoldgicos, algunos cardinales invariantes coinciden,
tales como el cardcter con el m-cardcter (x(G) = mx(G)) y el peso con el 7-
peso (w(G) = mw(G)). Estas igualdades fueron presentadas por Arhangel’skii
en [2]. Por otra parte, discutiremos el problema de Arhangel’skii, donde se
busca acotar la cardinalidad de espacios regulares de Lindelof con pseudo-
caracter numerable. Notaremos que esto es posible en grupos topoldgicos con
la desigualdad |G| < 2U&)¥(@) | donde G es algiin grupo topoldgico. Y pre-
sentaremos la extensién de este hecho a grupos paratopologicos obtenida por
Sanchis y Tkachenko en [33].

Finalmente, en la tltima seccién, nos centraremos en mostrar que to-
do grupo topoldgico o-compacto tiene celularidad numerable, el cual es un
importante resultado que fue presentado por Tkachenko ([34]). Y ademds,
presentaremos una extension de este hecho para grupos paratopolégicos T7.
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Capitulo 1

Preliminares

En esta parte introduciremos los conceptos de grupos semitopologicos, cua-
sitopoldgicos, paratopologicos y topoldgicos. Siendo estos tltimos dos, junto
con los espacios topologicos, los de mayor interés en nuestro estudio.

Este capitulo esta disenado con la idea de que el lector pueda revisar en
él, conceptos basicos de la teoria de grupos topoldgicos y paratopoldgicos,
ya que para la teoria de espacios topol6gicos nos basaremos en el libro [11].
Sin embargo, debemos de senalar que en este apartado no se hallara un
desarrollo detallado de los distintos temas que se tocan en el mismo y que
algunas definiciones necesarias en este estudio, se iran presentando a lo largo
del texto.

1.1. Notacién y terminologia

En esta tesis utilizaremos frecuentemente la terminologia y notacién de gru-
pos topolégicos y grupos paratopoldgicos como en el libro [7].

Usamos N, Z, Q y R para denotar a los nimeros naturales, enteros,
racionales y reales respectivamente.

Para cualquier espacio topolégico X y un subconjunto A de X, denotamos
la cerradura de A en X como A, a menos que se especifique de otra manera.

Dado un grupo GG y un elemento a € G, definimos las traslaciones A\, y
0q (izquierda y derecha respectivamente) como

Ao(T) =az y 04(x) = xa,
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para cada z € (. Observemos que )\, y g, son biyecciones de G sobre si mis-
mo.

Un grupo G dotado con una topologia 7 es llamado grupo semitopoldgi-
co, si las traslaciones izquierdas y derechas son continuas. Sea In : G — G
la inversién en G definida como In(z) = x~!, para cada z € G. Diremos
que el grupo semitopoldgico G es cuasitopoldgico si In es continua. Tam-
bién diremos que G es un grupo paratopolégico si la multiplicacion en G
definida como un mapeo de G x G a G es continua, donde G x G tiene la
topologia producto. Observemos que de esta ultima definicion, tenemos que
todo grupo paratopolégico es semitopologico.

Un grupo topolégico es un grupo paratopoldgico donde la inversion In
es continua.

A partir de estas definiciones, tenemos que para cualquier grupo G se
cumplen las siguientes implicaciones:

“topologico” = “paratopoldgico” = “semitopoldgico”.

Sea G un grupo infinito dotado con la topologia co-finita 7, es decir, 7
es la coleccion de todos los subconjuntos de G cuyo complemento es fini-
to, entonces GG no es un grupo paratopoldgico. Sin embargo, es un grupo
semitopoldgico, y mas ain es un grupo quasitopoldgico. Este es un ejemplo
inmediato que muestra que no todos los grupos semitopoldgicos son grupos
paratopologicos.

El siguiente ejemplo nos sera de gran utilidad a lo largo de este estudio y
muestra que no todos los grupos paratopoldgicos son grupos topolégicos.

Ejemplo 1.1. Sea R el grupo aditivo de nimeros reales con topologia T, cuya
base B consiste de los conjuntos de la forma [a,b) = {z € R:a <z < b},
con a, b € R ya <b. Con esta topologia (R, T) es un grupo paratopolégico y
por tanto un grupo semitopologico. Sin embargo, no es un grupo topoldgico,
ya que la inversion In es discontinua.

Este grupo paratopolégico es llamado la Linea de Sorgenfrey y sera de-
notado como Lg.

Proposicion 1.2. Sea G un grupo semitopologico y a un elemento de G.
Entonces,

a) las funciones 0, y Aq son homeomorfismos del espacio G sobre él mis-
mo;
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b) para cualquier base local B, del neutro e en G, las familias {aU : U €
B.} y{Ua:U € B.} son bases locales de a en G.

Demostracion. Mostremos a). Como G es un grupo semitopolégico, las trasla-
ciones )\, y 04 son continuas. Es claro que la inversa de A\, es A\ !, por lo tanto
Ao €s un homeomorfismo de G' en GG. Andlogamente se prueva que g, es un
homeomorfismo de G en G. La parte b) se sigue de a). O

Corolario 1.3. Sea G un grupo semitopoldgico. St H es un subgrupo de G
que contiene un subconjunto abierto no vacio de G, entonces H es abierto.

Demostracion. Sea U un abierto no vacio de G con U C H. Paracadaa € H,
el conjunto g,(U) = Ua es abierto en G por el inciso a) del teorema 1.2. Por

lo tanto, el conjunto H = J,.;; Ua es abierto en G. O]

El siguiente teorema complementa el corolario 1.3.

Teorema 1.4. Todo subgrupo abierto H de un grupo semitopolégico G es
cerrado en G.

Demostracion. La familia v = {Ha : a € G} de todas las clases laterales
derechas de H en (G es una cubierta abierta disjunta de G. Por lo tanto, todo
elemento de 7 es cerrado en G. En particular, H = He es cerrado en G. [

Decimos que un espacio topologico X es homogéneo si para cada xr € X
y cada y € Y, existe un homeomorfismo f de X sobre si mismo, tal que
f(x) = y. El siguiente hecho es una propiedad interesante de los grupos
semitopolégicos.

Teorema 1.5. Todo grupo semitopoldgico es un espacio homogéneo.
Demostracion. Sea G un grupo semitopolégico. Tomamos x y y € G, y defin-

imos z = ™ 'y. Entonces g.(z) = vz = 2~ 'y = y. Como g, es homeomor-
fismo, el grupo G es homogéneo. O
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1.2. Propiedades basicas

Debido a que mas adelante mostraremos varios resultados acerca de grupos
topoldgicos y paratopologicos, las siguientes propiedades son fundamentales
para la comprensién de las demostraciones de éstas.

Dado un grupo paratopolégico GG, es de nuestro interés saber: ;cudles son
las propiedades de una base de abiertos en el neutro e de GG7 La respuesta
a esta pregunta estd contenida en la siguiente proposicion, la cual, describe
la topologia de un grupo paratopoldgico en términos de una base local del
neutro.

Teorema 1.6. Sea G un grupo paratopoldgico y U una base local del neutro
e en G. Entonces:

i) para U,V € U, existe W € U, tal que W CUNV;

ii) para cada U € U y cada x € U, existe V € U tal que Vo C U;

i) para cada U € U y cada x € G, existe V €U tal que xVax™t C U;
w) para cada U € U, existe V € U tal que V2 C U.

Reciprocamente, sea G un grupo y sea U la familia de subconjuntos de
G que satisface las condiciones i)-iv). Entonces la familia By = {Ua : a €
G, U € U} es una base para la topologia 7y en G tal que (G, 1) es un grupo
paratopoldgico. Ademds, la familia {aU : a € G, U € U} es una base para la
maisma topologia 1.

Demostracion. Supongamos que G es un grupo paratopoldgico. La parte i)
es valida porque U es una base local del neutro e de G. Los incisos ii) y
iii) se siguen de la continuidad de las funciones A\, y A,-1 o g,. Como la
multiplicacién es continua en G, se satisface iv).

Probemos el reciproco. Sea U una familia de subconjuntos de G' que satis-
face las condiciones i)-iv). Sea 7 la familia de conjuntos W C G que satisfacen
la siguiente condicién:

(x) para cada x € W, existe U € U tal que Ux C W.

Afirmacion 1: 7 es una topologia en G.

Es claro que el vacio y G estdn en 7. También es claro que la unién
arbitraria de elementos de 7 esta en 7. Ahora, sean Wy, Wy € 7. Sea W =
Wi N Wy, Tomemos x € W, existen Uy, Uy € U tales que Uiz C Wi y
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Uyx C Wy Por i), existe U € U tal que U C Uy N U,. Por lo tanto, Uz C
Wi N Wy =W. Se sigue que W € 7. Hemos probado la afirmacion.

Afirmacion 2: Ux € 7, para cada v € G y cada U € U.

Tomemos y € Uz, equivalentemente, yz~' € U. Por ii), existe V € U el
cual satisface Vyz~=! C U, es decir, Vy C Uz. Por lo tanto, el conjunto Ux
esta en .

La afirmacién 2 y la condicién ii) implican lo siguiente:

Afirmacién 3: La familia By = {Ua : a € G, U € U} es una base para la
topologia 7. En consecuencia T = Ty.

Afirmacion 4: La multiplicacion en G es continua respecto a la topologia 7.

Sean a,b € G y O un elemento de 7 tal que ab € O. Por definicién de
7, podemos encontrar W € U tal que Wab C O. La condicién iv) garantiza
la existencia de un elemento U € U que satisface U? C W. Por iii), existe
V € U tal que aVa~! C U. Se sigue de lo anterior que U(aVa™t) C U2 C W,
por lo tanto, UaVb = U(aVa ')ab C Wab C O. La afirmacion estd probada.

Afirmacion 5: bV € 7, para cada b€ G y cada V € U.

Tomemos y € bV, es decir, b™'y € V. Por ii), existe W € U tal que
Wbty C V. Aplicando iii), podemos encontrar un elemento U € U el cual
satisface b1Ub C W. En consecuencia, b~ Uy = (b~—*Ub)b"ly c Wb~y C V,
esto es, b~1Uy C V. Por lo tanto, Uy C bV. Hemos probado la afirmacién.

Por dltimo, de la afirmacién 5 y la condicién iii) se concluye que la familia
{aU :a € G, U € U} también es una base para la topologia 7. ]

Sea A un subconjunto de un grupo semitopoldgico G, definimos el in-

verso de A como A™' = {a™! : a € A}. Y decimos que A es simétrico si
A=At

Proposiciéon 1.7. Sea G un grupo paratopoléogico y U una base local del
neutro en G. Entonces son equivalentes:

a) G es un grupo topoldgico;

b) para cada U € U, existe V € U tal que V' C U.
Demostracion. a) implica b) porque la inversién es continua en la identidad.
Probemos que b) implica a). Tomemos un abierto O en G y un elemento

arbitrario o € O. El conjunto 07O es una vecindad abierta de e. Como U
es una base local de e, podemos encontrar U € U tal que U C o~'O. Por
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hipédtesis, existe V' € U el cual satisface V~' C U. Por lo tanto, V C U~! C
O~'o, en consecuencia, 0~ € Vo™' € O~. Como G es grupo paratopolégico,
Vot es una vecindad abierta de o~!. Por lo tanto, el conjunto O~! es abierto
en G. Hemos demostrado que la inversion es continua en G. O]

Proposicién 1.8. Todo grupo topologico G tiene una base de abiertos en el
neutro e, que consiste de vecindades simétricas.

Demostracion. Para un vecindad abierta U en e, sea V = UNU~!. Entonces
V =V~! y el conjunto V es una vecindad abierta de e con V C U. Il

Algunas condiciones suficientes para que un grupo paratopolégico sea un
grupo topoldgico, pueden obtenerse con la ayuda de los siguientes lemas.

Lema 1.9. Supongamos que G es un grupo paratopolégico, y U es una vecin-
dad del neutro e en G. Entonces M C MU', para cada subconjunto M de
G.

Demostracién. Sea F = G\ |J{gU : g € G, gU N M = (}. Entonces, F es
un subconjunto cerrado de G y M C F. Por lo tanto, M C F. Tomamos un
y € F. entonces yU N M # (), esto es, yh = m, para algin h € U y m € M.
Por lo tanto, y = mh™" € MU™'. Esto es F ¢ MU~'. Como M C F,
concluimos que M C MU, O

Lema 1.10. Supongamos que G es un grupo paratopologico que no es grupo
topologico. Entonces, existe una vecindad abierta U del neutro e en G tal que
UNU! es denso en ninguna parte, esto es, Int UNU-1 = ().

Demostracion. Como la operacion inversa en GG es discontinua, entonces, es
discontinua en en el neutro e de G, y podemos encontrar una vecindad W
de e tal que e ¢ Int(W 1), por la proposicién 1.7. La multiplicacién en G es
continua, entonces podemos encontrar una vecindad abierta U de e tal que
Uscw.

Afirmacién: El conjunto U N U~! es denso en ninguna parte en G.
Asumimos lo contrario. Entonces existe un conjunto abierto no vacio V'
en G tal que V.C UNU~L. Por el lemma 1.9 tenemos que V.C UNU-! C
(UNUYU Cc U2 Entonces VU™ c U3 € W~ Claramente, VNU # (),
y el conjunto VU™! es abierto en G. Por lo tanto, e € VU™ C IntW 1, y
esto es una contradiccion. O]
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1.3. Grupo topolégico asociado

Sea GG un grupo paratopolédgico dotado con una topologia 7. Definimos la
topologia conjugada 7' en G' como

T ={U1':Uert}

Esta topologfa hace que (G,77!) sea un grupo paratopoldgico. Es inmediato
que (G, 1)y (G, 71) son homeomorfos. El limite superior 7* = 7V 7! es una
topologia de grupo en Gy G* = (G, 7*) es el grupo topoldgico asociado al
grupo paratopolégico (G, 7). Notemos que 7% es la minima de las topologias
de grupo en G que contienen a 7.

La siguiente proposicion describe la topologia del grupo topoldgico aso-
ciado G* en términos del grupo paratopolégico G.

Proposicion 1.11. Sea G un grupo paratopologico. Si B es una base local
del neutro en G, entonces B* = {UNU' : U € B} es una base local del
neutro en G*. Ademds, si G es Ty, entonces G* es Tychonoff.

Demostracion. La primera parte de esta proposicion se sigue de la definicién
de grupo topolégico asociado. Supongamos que G es Ty. Como 7 C 7%, si
(G, T) es Tp, entonces el grupo topolégico G* es Ty y por tanto Tychonoff
(teorema 4.11). O

El siguiente hecho fue presentado por Alas y Sanchis en [1].

Teorema 1.12. Si G es un grupo paratopologico con topologia T, entonces la
diagonal Ag = {(z,x) : © € G} es un grupo topolégico con la topologia que
hereda del producto (G, 7) x (G,771), y es topoldgicamente isomorfo al grupo
topoldgico asociado G* de G. Ademds, si G es Ty, entonces Ag es cerrado

en (G,7) x (G, 771).

Demostracion. Es claro que Ag es un grupo algebraico y, por lo tanto, es un
grupo paratopoldgico si se le considera con la topologia heredada de (G, 7) x
(G,771). Veamos que Ag es un grupo topoldgico. Sea Ng(e) una familia de
vecindades abiertas del neutro e en G. Una base local de la identidad (e, e)
en Ag es B(Ag) = {(UxU)NAg: U € Ng(e)}. Tenemos la igualdad
(UxUYNAg ={(x,2) : 2 € UNU'} para cada U € Ng(e). Por lo tanto,
B(Ag) es una familia de vecindades simétricas de (e, e) en Ag. Aplicando
la proposicion 1.7, tenemos que Ag es un grupo topologico. Claramente la
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funcién p : Ag — G*, definida como p(z, z) = x es un isomorfismo de grupos.
Ademds, p((U x U™H) N Ag) = UNU™L. Lo cual muestra que p es continua
y abierta. De lo anterior podemos concluir que p es un homeomorfismo. En
consecuencia, Ag es topolégicamente isomorfo al grupo G*.

Por ultimo, supongamos que G es T;. Tomemos z,y € G con = # y,
entonces ry~ ' # e. Como G es Ty podemos encontrar una vecindad W de
ry~! en G tal que e ¢ W. Por la continuidad de la multiplicacién en G,
existen vecindades U,V de x y y~!, respectivamente, las cuales satisfacen
zy~! € UV C W. En consecuencia e ¢ UV. Por lo tanto, U x V™! es una
vecindad de (z,y) en (G, 7) x (G, 77!) la cual no intersecta a la diagonal Ag.
Por lo tanto, Ag es cerrado. O



Capitulo 2

Axiomas de separaciéon

Los axiomas de separacién establecen el grado en el que puntos distintos
o conjuntos cerrados, pueden estar separados por conjuntos abiertos. Estos
axiomas son afirmaciones acerca de la riqueza de la topologia.

En este apartado analizaremos el comportamiento de los axiomas de se-
paracién en grupos topolégicos Ty. Mostraremos que todos los grupos topologi-
cos son T3. Asi también, veremos ejemplos donde no podemos hacer una ex-
tension de este hecho a grupos paratopologicos. Posteriormente, probaremos
que todos los grupos paratopoldgicos Hausdorff son espacios de Urysohn.

2.1. Axiomas de separacion en grupos topolo-
gicos

En la clase de grupos topoldgicos, obtenemos un enorme beneficio en cuanto
a axiomas de separacién, debido a la fuerte influencia de la continuidad de
multiplicacion e inversién en los elementos basicos que generan la topologia
del grupo.

Una elegante axiomatizacién de la topologia de un grupo topoldgico fue
dada por A. Weil ([40]) poco después de que A. N. Kolmogorov observara que
todo grupo topoldgico Tj es un espacio regular. L. S. Pontryagin prueba que
todo grupo topoldgico T es un espacio de Tychonoff. Probemos el resultado
de Kolmogorov:

Teorema 2.1. Todo grupo topolégico Ty G es Ts.



10 Axiomas de separacién

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en G. Por la
condicién 2 en 1.6 y por el teorema 1.8, existe V' una vecindad abierta de e tal
que V1=V yV2="U.Seaxz € V, entonces se tiene que VaNV # 0, por lo
que a,x = ap para ciertos ai, as € V, esto implica que = = al_lag cVIV =
V2 C U. Porlotanto V C U, y asi tenemos quee € V C V C U. O

Si un grupo topoldgico es Ty, dado que es T3, entonces es regular y por
tanto de Hausdorff. De aqui en adelante consideraremos sélo grupos Tj, es
decir, todos los grupos topoldgicos seran regulares. De hecho, posteriormente
se probarda que todo grupo topoldgico Ty es de Tychonoff (teorema 4.11).
De este ultimo hecho, en la categoria de grupos topoldgicos Ty se tienen las
siguientes implicaciones:

(*) To=T =1, =13 = T;55.

2.2. Axiomas de separaciéon en grupos para-
topoldgicos

Son diversos los ejemplos que muestran que las implicaciones (%) no se
cumplen en espacios topologicos generales. Aunque en grupos topologicos
la influencia de los axiomas de separacién es muy fuerte, esta resulta mas
sutil en grupos paratopolégicos.

A continuacion, presentamos ejemplos donde no se cumplen las implica-
ciones (x) para grupos paratopoldgicos independientemente de su estructura
algebraica.

Ejemplo 2.2. Consideremos R el grupo aditivo de nimeros reales dotado
con la topologia 7o = {0, R} U{(a,00) : a € R}. Entonces (R, 7y) es un grupo
paratopoldgico, primero numerable y Ty. Ahora, para cualquier a € R, la
cerradura {a} en (R, 1) es igual al conjunto (—oo,a]. En particular, (R, )
no es 11. Esto es Ty # T en grupos paratopologicos.

Ejemplo 2.3. Sea Z el grupo aditivo de numeros enteros, con la topologia
T1 en Z que tiene como bdsicos los conjuntos de la forma

{k}U{[n,o0):k,neZ, n>k}.

Entonces (Z, 1) es un grupo paratopoldgico Ty, en donde cualesquiera dos
conjuntos bdsicos tienen interseccion no vacia. Por lo que (Z,11) no es Ts.
Esto es Ty # Ty en grupos paratopologicos.



2.2 Axiomas de separacion en grupos paratopolégicos 11

Ejemplo 2.4. Sea R? el plano aditivo, y 1> es la topologia del grupo paratopold-
gico R?, cuya base local en el elemento (0,0) consiste de los conjuntos

1
Vi ={00,0)} U{(z,y) eR?:y >0, 2*+y°< =)

conn € N. Entonces el grupo paratopoldgico (R, 73) es Hausd%ﬁ, PEro Mo es
reqular, ya que el conjunto (0,1/n) x {0} esta contenido en V,, y no en Vi,
para toda n € N. Asi que Ty # T3 en grupos paratopoldgicos.

Una pregunta que surge inmediatamente, a partir de los ejemplos ante-
riores, es la siguiente.

Problema 2.5. ;Todo grupo paratopolégico reqular es de Tychonoff?

Esta pregunta ha estado abierta alrededor de sesenta anos. Ademas, tam-
poco es conocido si los grupos paratopoldgicos regulares primero numerables
son de Tychonoff 6 funcionalmente Hausdorff, es decir, si funciones de
valores reales separan puntos del espacio.

Es natural preguntarse si las propiedades de separacién son mejores (en
cierta medida) en grupos paratopoldgicos que en espacios topoldgicos en
general. Resulta que todos los grupos paratopolégicos de Hausdorff son de
Urysohn, es decir, para cualquiera z,y € G existen vecindades abiertas U
y V de z y y, respectivamente, tales que U NV = (. Este hecho se deduce
a partir de un resultado més general probado en [26]. Antes de presentar
este hecho, necesitamos de algunos conceptos. Un subconjunto abierto U de
un espacio topolégico X es llamado abierto regular si U=IntU. Dado un
espacio (X, 7), denotamos por 7’ la topologia en X, cuya base consiste de
subconjuntos abiertos regulares de (X, 7). El espacio (X, 7’) se dice que es la
semiregularizacion de (X, 1) y se denota por X,.. También, se tiene que
7' C Ty que los espacios (X,7) y (X,7’) tienen los mismos subconjuntos
abiertos regulares.

Teorema 2.6. Si (G, 7) es un grupo paratopoldgico Hausdorff, entonces G,
es un grupo paratopologico reqular.

Demostracion. Sea B una base local del neutro e € G. La familia B,, =
{IntU : U € B} es una base local del neutro e en G,. Veamos que Gy, es
un grupo paratopoldgico, para ello, es suficiente probar que la familia B,
satisface las condiciones i)-iv) del teorema 1.6.
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Condicién i). Esta condicién se cumple porque la interseccién de dos re-
gulares abiertos es un regular abierto.

Condicién ii). Tomemos U € By z € IntU. Como Intg es abierto en
G, existe V € B tal que Vo C IntU. En consecuencia, (IntV)z = IntVz C

Int(IntU) = IntU.

Condicién iii). Debido a que las traslaciones izquierdas y derechas son
homeomorfismos de G en G, esta condicion queda satisfecha.

Condicién iv). Tomemos U € B, como G es grupo paratopoldgico, existe
V € Btal que V2 C U. Por la continuidad de la multiplicacién en G, tenemos
que V* € U. Como IntV es abierto en G, tenemos que (IntV)?% C Int(VQ) C
IntU.

De lo anterior, podemos concluir que G, es un grupo paratopologico.
Como G es Hausdorff, el espacio G, es Hausdorff. Probemos que Gy, es
regular.

La semiregularizacion de un espacio G tiene los mismos conjuntos regu-
lares abiertos que el grupo G. Sabemos que la familia B, consiste de regulares
abiertos en G, por lo tanto, la familia B, estd formada de regulares abier-
tos en Gy,. Tomemos O € B,,. La igualdad IntgsraG” = O se satisface por
que O es un regular abierto en Gg,.. Como Gy, es un grupo paratopolégico,

. . _Gsr _GST_GST‘
existe W € B, tal que W2 C O. En consecuencia WW ™" Cc W "W ™ C
_Gsr , _Gsr _GST
O 7. Asi, W C Intg,,O " = O. Hemos probado que G, es un grupo

paratopoldgico regular. Il

Un espacio cuyos subconjuntos abiertos regulares forman una base para su
topologia es llamado semiregular. Ninguna de las siguientes implicaciones
se puede invertir:

regular = semiregular y Hausdorff
regular = Urysohn = Hausdorff

El siguiente hecho se sigue del teorema 2.6:
Teorema 2.7. Todo grupo paratopolégico Hausdorff es un espacio de Urysohn.

Demostracion. Por el teorema 2.6, la semiregularizacién G- de un grupo
paratopologico Hausdorff G es regular, entonces para cuales quiera dos puntos
distintos existen abiertos ajenos en Gg. que los separan, dado que Gy, es
regular, existen vecindades de dichos puntos cuyas cerraduras son ajenas en
G vy estas son ajenas en G. Por lo tanto, G' es de Urysohn. m
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Este ultimo teorema sugiere preguntarnos si jtodo grupo paratopoldgico
Hausdorff es un grupo funcionalmente Hausdorft? El teorema 2.7 nos sugiere
que una respuesta positiva al problema 2.5, daria una respuesta afirmativa a
esta ultima pregunta.

Por tltimo, observemos que si G es un grupo semitopolégico Hausdorff,
entonces su semiregularizacion G, también es un grupo semitopolégico Haus-
dorff por la definicién de semiregularizacion. Presentamos una version del
teorema 2.7 para grupos semitopoldgicos.

Teorema 2.8. Todo grupo semitopologico Hausdorff admite una topologia
Hausdorff semiregular de grupo semitopoldgico.

Mas adelante, observaremos que los axiomas de separacion jugaran un
papel muy importante en los grupos paratopoldgicos, al considerar alguna
generalizacion de compacidad en estos.
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Capitulo 3

Generalizaciones de
compacidad

En este capitulo estudiaremos el concepto de compacidad con sus distin-
tas generalizaciones, tales como: compacidad local, pseudocompacidad, com-
pacidad tenue, compacidad numerable, o-compacidad, paracompacidad y
la propiedad de Lindelof. Realizaremos un estudio comparativo de estas
propiedades en espacios topologicos, grupos topologicos y grupos paratopolégi-
COS.

3.1. Compacidad local

En esta seccién estudiaremos algunas de las propiedades mas elementales de
los grupos topolégicos localmente compactos, comparandolas con espacios
topoldgicos. Mostraremos que los grupos topologicos localmente compactos
son fuertemente paracompactos. Este hecho nos llevara a concluir que todo
grupo localmente compacto y conexo es o-compacto. También, si suponemos
que un grupo topoldgico localmente compacto es separable, éste resulta o-
compacto.

Ademas, argumentaremos la razén por la cual el estudio de la compacidad
local en grupos paratopolégicos puede ser facilitada por algunos resultados
probados por R. Ellis en [10].

La nocién de un espacio localmente compacto fue introducida por Alexan-
droff en 1923. Recordemos que un espacio topologico X es localmente com-
pacto, si para todo x € X existe una vecindad U de z tal que la cerradura

15
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de U es compacta en X. Un espacio topolégico X es paracompacto, si toda
cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto localmente finito (este
concepto fue introducido por Dieudonné en 1944). Una propiedad maés fuerte
de este tipo, es la paracompacidad fuerte. Una familia v de subconjuntos de
X es estrella-finita, si todo elemento de v interseca s6lo un nimero finito de
elementos de . Un espacio topoldgico X es fuertemente paracompacto
si toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto estrella-finito.
Claramente todo espacio fuertemente paracompacto es paracompacto. Co-
mo todo espacio regular de Lindelof es fuertemente paracompacto y todos
los espacios o-compactos son de Lindelof, entonces todo espacio regular o-
compacto es fuertemente paracompacto.

Finalmente, diremos que un espacio topoldgico es localmente o-com-
pacto si para todo punto € X existe una vecindad V de z, tal que V es
o-compacta.

El siguiente teorema de E. A. Michael ([13]) generaliza el conocido hecho
de que un grupo topolégico localmente compacto es paracompacto.

Teorema 3.1. Todo grupo topolégico G localmente o-compacto es fuerte-
mente paracompacto.

Demostracion. Tomamos una vecindad simétrica V' de la identidad e en G,
tal que F =V es o-compacto, y definimos H = U,eo - Claramente H es un
subgrupo de G, y el interior de H contiene a V. Por lo tanto, H es un subgrupo
abierto y cerrado por el corolario 1.3 y teorema 1.4. Es claro que cada F™
es o-compacto, entonces el espacio H es og-compacto y por tanto Lindelof.
El espacio G es la suma topoldgica libre de subespacios homeomorfos a H
(de las clases laterales derechas de H). Como todo espacio regular Lindel6f
es fuertemente paracompacto (corolario 5.3.11 en [11]), se sigue que G es
fuertemente paracompacto. O

Notemos que por las propiedades de H en la demostracion anterior, pode-
mos deducir la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2. Todo grupo topologico localmente o-compacto contiene un
subgrupo abierto y cerrado que es o-compacto.

El siguiente es un hecho inmediato del teorema 3.1:

Corolario 3.3. Todo grupo topolégico localmente compacto es fuertemente
paracompacto.
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En estos dos ultimos hechos, es muy notable que la paracompacidad fuerte
aparece en la presencia de una estructura algebraica. El corolario 3.3 no es
cierto para espacios topolégicos en general. Consideremos el conjunto [0, wy)
dotado con la topologia inducida por el orden lineal. Observemos que para
cada a € [0,w;), el conjunto [0, a] es una vecindad compacta de a. Por lo
tanto [0,w;) es localmente compacto.

Antes de mostrar que [0,w;) no es paracompacto, recordemos que para
un cardinalidad con cofinalidad no numerable x, un conjunto estacionario
de k, es un subconjunto S C k que interseca a todo subconjunto cerrado y
no acotado de k.

Necesitamos auxiliarnos del siguiente hecho (teorema 8.7 en [14]) para
mostrar nuestro ejemplo:

Teorema 3.4. [Fodor] Sea S C k un conjunto estacionario y f una funcion
de valores ordinales en S, tal que f(a) < a para toda o € S. Entonces, existe
un congunto estacionario T C S y un v < R, tal que f(a) = 7, para toda
acT.

Ahora, sea U = {[0,a) : @ < w;} una cubierta abierta de [0,w;) y V un
refinamiento abierto de . Sea S el conjunto de los ordinales limites menores
que wp. Entonces S es un conjunto estacionario de w;. Para cada g € S
escojemos un Yz en V tal que B € Y3. Consideramos la funcién f: S — wy,
tal que a cada 3 le asigna el menor ordinal en Y. Para un g € S, f(5) <
ya que [3 es un ordinal limite y Yj es abierto. Por el teorema 3.4, existe " C S
conjunto estacionario tal que f es constante en T'. Sea y el valor de f en T
Entonces y € Y3 para todo 8 € T'. Por lo cual, para cualquier vecindad V,
dey, {V,NU : U € V}| > w. Esto es, [0,w;) no es paracompacto y por lo
tanto no es fuertemente paracompacto.

El siguiente teorema (ejercicio 169, capitulo 5 en [5]) nos da una condicién
necesaria para extender el corolario 3.3 a espacios topoldgicos:

Teorema 3.5. Sea X un espacio topologico Hausdorff. Si X es localmente
compacto y paracompacto, entonces es fuertemente paracompacto.

Demostracion. Debido a que X es localmente compacto y paracompacto,
por el ejercicio 168 en [3] tenemos que X se puede cubrir por una familia
~v mutuamente disjunta de subespacios abiertos en X tal que U es de Lin-
delof, para todo U € ~. Entonces, U es fuertemente paracompacto para todo
U € v (corolario 5.3.11 en [11]). El ejercicio 164 en [3], nos dice que si X
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admite una cubierta abierta disjunta donde cada elemento de la cubierta es
fuertemente paracompacto, entonces X es fuertemente paracompacto. Por lo
tanto, concluimos la demostracion. Il

Si imponemos una propiedad topolégica (no de tipo compacidad) a un
grupo topoldgico localmente compacto, podemos obtener algunos resultados
interesantes como el siguiente:

Teorema 3.6. Todo grupo topoldgico localmente compacto y separable es
o-compacto.

Demostracion. Sea G como en la hipdtesis y sea D = {z,, : n € w} denso
en G. Como G es localmente compacto, existe una vecindad V' abierta del
neutro e tal que V es compacto. Debido a que VD = G = DV (ejercicio 1.2.i
en [11]), podemos expresar a G como

Puesto que V es compacto, entonces cada subespacio z,V es compacto en
G para toda n € w (por la proposicién 1.4.31 en [7]). Por lo tanto, G es
o-compacto. O

El siguiente ejemplo muestra que este resultado no puede ser generalizado
a espacios topologicos.

Consideremos el subespacio X = N\ {p} con p € N\ N, de la com-
pactacién de Stone-Cech de los nimeros naturales N. El espacio X es se-
parable y localmente compacto. Supongamos que X es de Lindeldf, para
cada € X tomamos una vecindad abierta de z en SN con V, C X. En-
tonces {V, : x € X} cubre a X, por lo cual existe {V;, : n € w} subcubierta
abierta de ésta que cubre a X. Entonces {p} = (o, BN\ V,, es un Gs en
ON; dado que BN es compacto, se tiene que el pseudocaracter y caracter de p
en SN coinciden, esto es, ¥ (p, SN) = x(p, SN). Entonces podemos encontrar
una sucesion no trivial en OGN que converja a p. Lo cual es una contradic-
cién, ya que en GN no existen sucesiones convergentes no triviales (corolario
3.6.15 en [11]). Por lo tanto, concluimos que X no es de Lindel6f y asi no es
o-compacto.

Para que un espacio topolégico localmente compacto sea og-compacto, es
suficiente la propiedad de Lindel6f.
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Teorema 3.7. 5i X es un espacio topologico localmente compacto y Lindelof
entonces es o-compacto.

Demostracion. Como X es localmente compacto, para cada x € X existe
una vecindad U, de z tal que U, es compacto en X.

La coleccion {U, : © € X} es una cubierta abierta de X, como X es
de Lindeldf, existe {U,, : n € w} subcubierta abierta numerable de ésta.
Tenemos que

X:U{Umn:nEw}:U{U_xn:new},

ya que U,, C U, para todo n € w. De esta tltima igualdad concluimos que
X es o-compacto. O

La conexidad es una propiedad topoldgica que no esta tan estrechamente
ligada con la compacidad. Sin embargo, por esta propiedad podemos deducir
hechos interesantes para grupos topolégicos.

Teorema 3.8. Todo grupo topologico conexo y localmente o-compacto es o-
compacto.

La demostracién de este teorema es inmediata por la proposicién 3.2
que nos garantiza la existencia de un subgrupo o-compacto que es abierto y
cerrado en un grupo localmente o-compacto. Dado que en esta afirmacion el
grupo topoldgico es conexo, entonces obtenemos el resultado.

El siguiente es un hecho inmediato del teorema 3.8:

Corolario 3.9. Todo grupo topolégico conexo localmente compacto es o-
compacto.

Este ultimo resultado, al igual que muchos de los anteriores, no puede
extenderse a espacios topoldgicos en general, es decir, consideremos el cubo
de Tychonoff I* y el subespacio X = I*\ {0} de peso k > w, donde 0 es
el punto donde todas sus entradas son cero en I*. Si X tiene la topologia
heredada de I”, entonces es localmente compacto y conexo.

Ahora, el espacio N“! esta encajado como subespacio cerrado de N¥
(N“1 < N ) y éste a su vez estd encajado como subespacio cerrado de
X (N* — X). Por lo cual, N“* — X como subespacio cerrado.

Sea Z el grupo aditivo discreto de los enteros. Como N“' es homeomorfo
a Z“* y Z** no es normal (problema 1.7.A en [7]), entonces X no es normal.
Por lo tanto, no es o-compacto.
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Sin embargo, para obtener la propiedad de Lindel6f en espacios topolégi-
cos de una manera analoga al corolario 3.9, el siguiente teorema nos es de
gran ayuda.

Teorema 3.10. Todo espacio topoldgico regular, conexo y fuertemente para-
compacto es de Lindelof.

Demostracion. Sea X un espacio topoldgico como en la hipdtesis. Sea U
una cubierta abierta de X. Tomamos un refinamiento abierto estrella-finito
YV ={V, : a € I} de U. Tomamos « € I, asumiendo que V, # (. Sea
St(Vo,V) = U{U € V : UnNV, # 0} la estrella de V,, en V. Denotamos
St'(V,, V) = St(V,, V) y St"(V,, V) = St(St"(V,, V), V). Definimos

W = G St"(Va, V),

n=1

entonces W es abierto. Ahora, si x ¢ W entonces St(z,V) N W = 0; por
tanto o ¢ W, esto es W es cerrado. Ya que X es conexo, X = W. Como V
es estrella-finito, W es una uniéon numerable de miembros de V. Entonces U
tiene una subcubierta numerable y por tanto es de Lindelof. O

Utilizando el teorema 3.5, obtenemos lo siguiente.

Corolario 3.11. Sea X un espacio topoldogico conexo. Si X es localmente
compacto y paracompacto, entonces es un espacio de Lindeldf.

Notemos nuevamente que en este 1ltimo corolario, la paracompacidad es
necesaria para la extension del resultado a espacios topoldgicos en general.

Los teoremas 3.5, 3.7 y el corolario 3.11 nos muestran el gran beneficio que
obtenemos del teorema 3.3 para espacios topoldgicos localmente compactos
con estructura de grupo.

3.1.1. Grupos paratopoloégicos localmente compactos

El teorema de R. Ellis (teorema 2.3.12 en [7]), nos dice que todo grupo semi-
topolégico Hausdorff localmente compacto es un grupo topolégico. Existe una
serie de generalizaciones de este resultado presentadas por diferentes autores.
Es claro que los espacios de Hausdorff localmente compactos son Tychonoff,
sin embargo en algunos casos el requisito de separacion en el teorema de Ellis
puede ser debilitada.
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Romaguera y Sanchis mostraron en [31] que cada grupo paratopolégico
compacto Ty es un grupo topoldgico. De hecho, se puede disminuir la res-
triccion Ty en el resultado de Romaguera y Sanchis (esto fue establecido
por Ravsky en [27]). Esta afirmacién se puede extender a todos los grupos
paratopoldgicos localmente compactos, eliminando completamente el axioma
de separaciéon de Hausdorff del teorema de Ellis. Para mostrar esto, necesi-
tamos el siguiente resultado probado por Ravsky en [24].

Lema 3.12. Sean G un grupo paratopologico y K un subgrupo arbitrario
invariante de G. Si K y el grupo cociente paratopoldgico G/K son grupos
topoldgicos, entonces G es grupo topoldgico.

Demostracion. Sea U vecindad del neutro e en GG. Entonces por la propocision
1.6 existen V' y W vecindades del neutro, tales que V C U, (V7'))NK Cc U
yW cV, Wt cVK.Siazc W entonces existen elementos v € V,
k € K tales que # = vk. Entonces k = v™lx € VW= N K C U, esto es,
x € VU C U2 Por lo tanto, W~ C U? y G es un grupo topolégico. O

En otras palabras, el lema 3.12 nos dice que la propiedad de ser un
grupo topoldgico es invariante bajo las extensiones de la clase de los gru-
pos paratopologicos.

Lema 3.13. Sea K un subgrupo compacto e invariante de un grupo paratopo-
logico G. Entonces, el homomorfismo cociente 7 : G — G/K es un mapeo
cerrado.

Demostracion. Sea S un subconjunto cerrado de G. Por el teorema 1.4.30 en
[7], el conjunto SK es cerrado en G'y por tanto el conjunto G\ SK es abierto.
Como 7 es un mapeo abierto, el subconjunto (G \ SK) de G/K es abierto.
Tenemos que SK = 7~ (7(S)) y por lo tanto G\ SK = 7~ }(G/K\7(S)). Se
sigue que 7(G'\ SK) = G/K \ 7(S). Por lo anterior, el conjunto G/K \ 7(5)
es abierto en GG/ K; por lo tanto 7(S) es cerrado en G/ K. O

Teorema 3.14. Todo grupo paratopologico localmente compacto es un grupo
topoldgico.

Demostracion. Sea G un grupo paratopolégico localmente compacto. Sea B
una base local para el neutro e en GG. Entonces

B:ﬂ{U:UGB}.
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Sean a,b € B, Wy y W, vecindades abiertas en GG de a y b respectivamente.
Tomamos U € B, entonces existe un V € B tal que V? C U (proposicién
1.6). Como Wy NV #£ 0y WonNV # 0, entonces WiWoN'V?2 #£ ) y por lo
tanto W1 W,y N U # (). Como W,W5 es una vecindad abierta de ab, se sigue
que ab € B y por lo tanto B es un semigrupo cerrado de G.

Ademsds, tenemos que x !Bz C B, para cada z € G. Y como G es
localmente compacto, B es compacto.

Afirmacion: B es un subgrupo de G.

Un subconjunto no vacio M de B es llamado i<deal derecho en B si
MB C M. Como B es un subsemigrupo de G, éste contiene un ideal minimo
cerrado derecho H (aplicando el lema de Zorn-Kuratowski a la familia de
todos los ideales cerrados derechos en K, ordenados por la inclusién inversa).
Para un elemento arbitrario z € H, tenemos que +H C HB C H. También
tenemos que tHB = x(HB) C xH, es decir, H es un ideal derecho en B.
Como zH es cerrado en B, tH C H y H es un ideal minimal derecho en
B, concluimos que xH = H para cada x € H. En particular, 2%y = z para
algin y € H y por tanto 27! = y € H. Esto implica que e € H, H = By
que B es un subgrupo de G.

Dado que B es cerrado en G, el grupo paratopoldgico cociente G/B es un
espacio T7. Por la compacidad de B, aplicando el lema 3.13, tenemos que el
homomorfismo cociente 7 : G — G/ B es cerrado, entonces el espacio G/B es
localmente compacto. Probaremos que G/B es Hausdorff. Supongamos por
contradiccién que dos elementos distintos a, b € GG/ B no pueden ser separados
por vecindades abiertas. Tomamos x,y € G con 7(z) = ay w(y) = b, entonces
B NyB = 0. Como G es localmente compacto, existe V € B tal que V es
compacto. Por nuestra suposicion, la familia

{2UNyU:U € B, UCV}

de subconjuntos cerrados del espacio compacto zV tiene la propiedad de la
interseccion finita, esto a su vez implica que zBNyB # ). Esta contradiccién
prueba que G/B es Hausdorff.

Ahora, como GG/ B es un grupo paratopolégico Hausdorff localmente com-
pacto, entonces es un grupo topoldgico (por el teorema de Ellis). Y como B
es un grupo topoldgico, aplicando el lema 3.12, concluimos que G es grupo
topologico. O]

Por este ltimo hecho, concluimos que todos los resultados anteriores
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para grupos topoldgicos localmente compactos, pueden extenderse a grupos
paratopoldgicos localmente compactos.

Por ultimo, cabe senalar que ademas del teorema de Ellis, en algunos
casos especiales, los grupos semitopoldgicos resultan ser grupos topolégicos,
por ejemplo, los grupos semitopolégicos Cech-completos (teorema 2.4.12 en

[7])-

3.2. Pseudocompacidad y Compacidad nume-
rable

La pseudocompacidad es una propiedad puramente topoldgica. En relacién
con los grupos topoldgicos y paratopolégicos, adquiere caracteristicas es-
pecificas que son de gran interés para la investigacion.

En esta parte estudiaremos el concepto de pseudocompacidad, que estéd es-
trechamente relacionado con el concepto de compacidad. Empezaremos mos-
trando algunos hechos bésicos interesantes, que involucran a los subconjuntos
de grupos topoldgicos pseudocompactos. Analizaremos el célebre teorema de
Comfort-Ross, para establecer la conservacién de pseudocompacidad en pro-
ductos de grupos topoldgicos, y presentaremos una extensién de este hecho
para grupos paratopologicos tenuemente compactos, esto, sin la necesidad de
algin axioma de separacion.

Finalmente, daremos algunas condiciones que involucran ciertas gene-
ralizaciones de pseudocompacidad para transformar un grupo paratopoldgico
en grupo topoldgico.

Un espacio de Tychonoff X es pseudocompacto si toda funcién continua
con valores reales definida en X es acotada. Hewitt introduce este concepto
en 1948.

Un espacio topolégico de Hausdorff X es numerablemente compacto
si toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcubierta finita. La
compacidad numerable fue introducida por Fréchet en 1906.

3.2.1. Grupos topoldgicos y paratopolégicos pseudo-
compactos

Presentaremos propiedades basicas con las que cuentan los grupos topologicos
y paratopolégicos pseudocompactos, propiedades que no podemos garantizar
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en espacios topologicos.

El siguiente hecho es una propiedad conocida con la que cuentan los
espacios topoldgicos numerablemente compactos.

Lema 3.15. Todo espacio topolégico X infinito y numerablemente compacto
contiene un subconjunto numerable de X que no es cerrado.

Demostracion. Tomamos un subconjunto infinito numerable A de X. Como
X es numerablemente compacto, por el ejercicio 189 del capitulo 3 en [5],
existe un punto zg € X tal que |U,, N A| = Ry para cualquier vecindad U,,
de zg. Por lo que el conjunto A\ {zo} es el deseado. O

El lema anterior se puede extender a grupos topoldgicos pseudocompactos
contando con una propiedad ain mas fuerte.

Por el teorema 1.4.23 en [7], sabemos que los subgrupos discretos de
grupos topolégicos pseudocompactos son finitos. Un resultado interesante que
se sigue de este hecho, es que todos los grupos topologicos pseudocompactos
infinitos contienen un subconjunto numerable que no es cerrado (corolario
1.4.24 en [7]). Sin embargo, si queremos obtener algo ain mds interesante
respecto al conjunto numerable no cerrado, necesitamos definir los grupos
topoldgicos precompactos.

Un grupo topolégico G es precompacto si, para toda vecindad U del
neutro e en G, existe un subconjunto finito A de G tal que UA = AU =
G. De manera analoga se definen los subconjuntos precompactos de grupos
topoldgicos.

Por el teorema 3.7.2 en [7], sabemos que todo grupo topoldgico pseudo-
compacto es precompacto. Protasov presenta el siguiente hecho en [22].

Teorema 3.16. [I.V. Protasov] (teorema 3.7.27 en [7]) Sea A subconjunto
precompacto infinito de un grupo topoldgico G con neutro e. Entonces AAL
contiene un subconjunto discreto numerable B tal que e € B\ B.

Por el teorema de Protasov podemos concluir:

Corolario 3.17. Todo grupo topolégico pseudocompacto infinito G contiene
un subconjunto numerable y discreto que no es cerrado.

El corolario 3.17 no puede extenderse a espacios topoldgicos pseudocom-
pactos. E. A. Reznichenko construyé en [29] un subespacio pseudocompacto
X, del cubo de Tychonoff I* (asumiendo que el cardinal infinito « satisface
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a® = a), donde |X,| = a y todo subconjunto ¥ C X, con |Y| < «a es

discreto y cerrado en X,. En particular, todos los subconjuntos numerables
de X, son discretos y cerrados en X,.

Decimos que un espacio topolégico X es tenuemente compacto, si
toda familia localmente finita de conjuntos abiertos en X es finita. Por lo
que compacidad tenue es equivalente a la pseudocompacidad para espacios
de Tychonoft.

Para analizar como actia la pseudocompacidad en los grupos paratopolégi-
cos, necesitamos de un resultado muy importante presentado por Arhangel’skii
y Reznichenko en [6].

Teorema 3.18. [A. V. Arhangel’skii, E. A. Reznichenko] Sea X un
espacio topoldgico Ty tenuemente compacto. Si G es un grupo paratopologico
denso y de tipo Gs en X, entonces G es un grupo topoldgico.

Demostracion. Asumimos lo contrario. Entonces, por el lemma 1.10, existe
una vecindad abierta U del neutro e en G, tal que U N U~! es denso en
ninguna parte. Sea W una vecindad abierta del neutro tal que WW C U.
Sea O =W \UNU-L Entonces OCW CcOyO'nU = 0.

Tomamos una sucesién {M,, : n € w} de conjuntos abiertos en X tal
que G = ({M,, : n € w}. Definimos la sucesiéon {U, : n € w} de conjuntos
abiertos en X y una sucesion {z,, : n € w} de elementos de G tal que x,, € U,,.
Ponemos Uy = M, v sea xo un punto de O.

Asumimos que, para algin n € w, un abierto U, de X y z,, € GN U,
estan definidos. Como e € W C O, tenemos que z,, € 2,0 = z,0. Ya que
U, es una vecindad abierta de x,,, se sigue que U,, Nz,,O # (). Tomamos z,,,
en U, N x,0. Notemos que z,.1 € G, por que z,0 C G.

Como X es T3, podemos encontrar una vecindad U,;, de x,.1 en X tal
que Uyt C Uy N M,, y Upsy NG C 2,0. La definicién de los conjuntos U,
y los puntos x,, estd completa para toda n € w. Notemos que U; C U; para
cada j < 1. También, tenemos que z,,1 € 2,0, para cada n € w.

Hacemos F' = (), ., Un. Es inmediato que F' C G. Debido a que X es
tenuemente compacto, entonces F = ﬂ%wm # () . El conjunto FW es una
vecindad abierta de F' en G. Consideramos P la cerradura de FW en X, y
sea H la cerradura de X \ P en X. Veamos que H N F = (). Supongamos lo
contrario, y tomamos un x € H N F. Como FW es una vecindad abierta de
F en G, si x € F se sigue que existe una vecindad O(z) de z en X tal que
O(z) NG C FW. Entonces, como G es denso en X, tenemos que O(z) C P.
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Por otra parte, si * € H implica que O(z) N (X \ P) # 0, y esto es una
contradiccién. Por lo cual, H N F = (). Ahora, de la compacidad tenue de X
y la definicién de F', tenemos que existe un k € w tal que Uy N H = () (esto
es por que U; C U, para i < j). Entonces U, C P. Como z, € U, NG, se
concluye que z, € FW.

Sin embargo, F' C Up42oNG C 23410 C 4,1 W. Por lo tanto, z;, € FW C
xk+1WW.

Teniendo en cuenta que xp, 1 € 0, tenemos que x € 2, OWW. Por lo
cual, e € OWW C OU. Por lo tanto, ONU~' # (). Como O C U, se sigue
que ON(UNU)=0nNU" #0, y esto es una contradiccion. O

Corolario 3.19. Todo grupo paratopolégico Ts tenuemente compacto es un
grupo topologico.

El ejemplo 3 en [28] muestra que un grupo paratopoldgico Hausdorff
tenuemente compacto no es necesariamente un grupo topoldgico, aunque éste
sea de caracter numerable. El siguiente corolario fue obtenido por Reznichenko
en [30].

Corolario 3.20. Todo grupo paratopologico pseudocompacto es un grupo
topoldgico.

La siguiente proposicion 3.22 complementa al corolario 3.20. Para mostrar
esto, necesitamos de un lema (lema 3.3 en [36]).

Lema 3.21. Sea f : G — H un homomorfismo continuo de un grupo
topoldgico G sobre un grupo paratopolégico (H,T). Entonces el homomor-
fismo f: G — H* al grupo topoldgico asociado H* = (H,T*) es continuo.

Demostracion. Supongamos que U € 7* es una una vecindad arbitraria del
neutro e en H*. Se sigue de la definicion de 7* que exite V € T tal quee € V' y
VNV ~! c U. Como el homomorfismo f : G — H es continuo y G es un grupo
topoldgico, los conjuntos W = f~4(V) y W* = W N W~! son vecindades
abiertas del neutro en G. Entonces f(W*) C f(W)Nf(W=YH cVnV-1tcU,
de donde se sigue la continuidad de f: G — H*. [

Notemos que H y G no requieren de ningiin axioma de separacion.

Proposicién 3.22. Sea f : G — H un homomorfismo continuo de un grupo
topoldgico tenuemente compacto G sobre un grupo paratopologico H. FEn-
tonces H es un grupo topoldgico.
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Demostracion. Por el lemma 3.21, y por la invarianza de compacidad tenue
bajo mapeos continuos, concluimos que H* es pseudocompacto. Por el teo-
rema 1.12, tenemos que la diagonal Ay C (H,7) x (H,7!) es un grupo
topolégico con la topologia que hereda de (H,7) x (H,7 '), y es topoldgica-
mente isomorfo a el grupo topolégico asociado H*. Entonces, Ay C (H,T) X
(H,771) es un grupo topolégico pseudocompacto. El lema 2.3 en [1] nos dice
que si la diagonal Ay C (H,7) x (H,7!) es un grupo topolégico pseudo-
compacto, entonces H es un grupo topoldgico. Por lo tanto, queda probada
la proposicién. O

Korovin desarrollé en [17] una técnica para la construccién de grupos
semitopolégicos y cuasitopoldgicos pseudocompactos que no son grupos para-
topoldgicos. Reznichenko muestra que un grupo semitopoldgico pseudocom-
pacto es un grupo topoldgico si es separable o si es un k-espacio (corolario
2.7 en [30]). En [30] también se muestra que cada grupo semitopolégico Ty-
chonoff numerablemente compacto es un grupo topoldgico.

3.2.2. El teorema de Comfort-Ross

Es bien sabido que la pseudocompacidad no es finitamente multiplicativa,
Novak construy6 en [20] dos subespacios pseudocompactos (de hecho numer-
ablemente compactos) X y Y de N, cuyo producto X X Y no es pseudo-
compacto . Sin embargo, en la categoria de grupos topolédgicos, la pseudo-
compacidad se preserva bajo productos de una cantidad arbitraria de grupos
topologicos, lo que es el famoso teorema de Comfort-Ross.

Un subespacio Y de un espacio X esta C'-encajado en X si toda funcién
continua de valores reales sobre Y, se puede extender a una funcién continua
de valores reales sobre X.

A un subespacio Y de un espacio X le llamaremos Gs-denso en X si
todo conjunto no vacio de tipo G5 en X, interseca a Y. La Gs-cerradura de
un conjunto Y C X en un espacio X se define como el conjunto de todos los
puntos x € X tales que todo conjunto G5 en X que contiene a x intersecta
ay.

Proposicion 3.23. Todo grupo topoldgico pseudocompacto es precompacto.

Demostracion. Sea V una vecindad abierta simétrica del neutro e en G. Por
el lema de Zorn, existe un subconjunto maximal A de G que es V -disyunto
(esto es, b ¢ aV, para puntos distintos a,b € G).
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Si U es una vecindad abierta simétrica de e con U* C V, entonces la
familia de conjuntos abiertos {xU : x € A} es discreta en G, asi que A debe
ser finito porque G es pseudocompacto. Como A es maximal, se sigue que
G = AV. Por lo tanto G es precompacto. O

Para la comprension de la demostracion del teorema de Comfort-Ross, es
necesario definir un concepto de gran impacto en los grupos topoldgicos.

Un filtro F en un grupo topoldgico G es un filtro de Cauchy, si para
toda vecindad U del neutro e en G, existen a, b € G tales que aU € F, Ub €
F. Un grupo topolégico G donde todo filtro de Cauchy converge es llamado
Raikov completo. Para todo grupo topoldgico, existe un grupo topolégico
Raikov completo oG, donde G estd encajado como subgrupo denso de oG
(teorema 3.6.10 en [7]). El grupo topoldgico oG es llamado la complecion
de Raikov del grupo G. Para todo grupo topolégico G, 0oG = oG. En
particular, G' es Raikov completo si y sélo si G = oG.

Con el objetivo de demostrar nuestro teorema principal, necesitamos men-
cionar los siguientes resultados probados en [7].

Teorema 3.24. La complecion de Raikov de todo grupo topologico pseudo-
compacto es compacto.

Corolario 3.25. [W.W. Comfort, K.A. Ross] Sean G un grupo topoldgi-
co y Y un subespacio denso de G. Entonces las siquientes tres condiciones
son equivalentes:

a) Y es Gs-denso en G y G es pseudocompacto,

b) Y es C-encajado en G y G es pseudocompacto;

c) Y es pseudocompacto.

Demostracion. Supongamos que se cumple a), como G es pseudocompacto,
entonces es precompacto por la proposicion 3.23. Si Y un subespacio denso de
G,y G es precompacto entonces Y esta C-encajado en la Gs-cerradura de Y
en G (teorema 6.6.1 en [7]), por lo tanto a) implica b). Claramente, b) implica
c¢). Finalmente, si Y es pseudocompacto, entonces G es pseudocompacto, co-
mo Y es denso en GG. También, Y es Gy-denso en G, por la proposicién 3.7.20
en [7] (un subespacio pseudocompacto denso en un espacio de Tychonoff X
es Gs-denso en X). Por lo tanto, ¢) implica a). O

Teorema 3.26. Sea {X; : ¢ € I} una familia de grupos paratopoldgicos
Tychonoff. St D; C X; es un subconjunto denso y pseudocompacto en X;
para todo i € I, entonces [[,.; D; es pseudocompacto.



3.2 Pseudocompacidad y Compacidad numerable 29

Demostracion. Puesto que D; es pseudocompacto y denso en X;, entonces
cada X; es pseudocompacto (notar que X; es un grupo topolégico por el
teorema 3.20) y ademas pX; es compacto para todo ¢ € I por el teorema
3.24. También, del teorema 3.24 se sigue que D; es homeomorfo a un sube-
spacio denso del grupo topoldgico compacto oX; para todo ¢ € I, y por
la, proposicién 3.7.20 en [7] D; es Gs-denso en pX;. Como la propiedad de
ser Gs-denso se preserva bajo productos de subespacios densos en grupos
topolégicos, entonces [[,.; D; es Gs-denso en [[,.; 0X;, y [[;c; 0Xi es com-
pacto por el teorema de Tychonoff. Por el corolario 3.25 podemos concluir
que [],c; D; es pseudocompacto. O

Este tltimo resultado implica el siguiente resultado conocido como el
teorema de Comfort-Ross:

Corolario 3.27. [W.W. Comfort, K.A. Ross] El producto de una fa-
milia de grupos topologicos pseudocompactos es pseudocompacto.

Como una primera observacién, de acuerdo al ejemplo 3.10.19 en [11], con-
cluimos que el teorema de Comfort-Ross no es valido para espacios topologi-
cos. Sin embargo, nos encontramos con que el producto de dos espacios
topoldgicos pseudocompactos se preserva bajo ciertas condiciones adicionales.
Un espacio topologico X es un k-espacio si es un espacio de Hausdorff y es
imagen de un espacio localmente compacto bajo un mapeo cociente. En otras
palabras, los k-espacios son espacios de Hausdorff que pueden ser represen-
tados como espacios cocientes de espacios localmente compactos. El teorema
3.10.26 en [11] nos dice que el producto de dos espacios topolégicos pseu-
docompactos es pseudocompacto si al menos uno de ellos es un k-espacio.
Sin embargo, esto se puede extender a un producto arbitrario de pseudocom-
pactos k-espacios (corolario 4.10 en [21]).

Teorema 3.28. Si la familia {X; : i € I} son pseudocompactos k-espacios,
entonces el producto [[,.; Xi es pseudocompacto.

Tkachenko prueba en [35] que el producto G x Y de un grupo topolégico
pseudocompacto G con un espacio topologico pseudocompacto X es pseudo-
compacto. Recordemos que un espacio topologico pseudocompacto pertence
a la clase de Frolik, si el producto cartesiano de este con algiin otro espa-
cio topolégico pseudocompacto resulta ser pseudocompacto. Por lo tanto, los
grupos topolégicos pseudocompactos y los k-espacios pertenecen a la clase
de Frolik.
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Mas adelante, mostraremos que el teorema de Comfort-Ross puede ex-
tenderse a grupos paratopoldgicos tenuemente compactos (teorema 3.31).
Sin embargo, esto no ocurre para grupos cuasitopolégicos pseudocompactos,
es decir, existen grupos cuasitopolégicos pseudocompactos cuyo producto no
es pseudocompacto. Hernandez y Tkachenko presentan un ejemplo de esto
en [12].

En cuanto a grupos topoldgicos numerablemente compactos, del teorema
de Comfort-Ross, concluimos que el producto de grupos topoldgicos nume-
rablemente compactos es pseudocompacto. Entonces, nos preguntamos si el
producto de grupos topoldgicos numerablemente compactos es numerable-
mente compacto. Resulta que esto es imposible al menos en ZFC. Bajo el
Axioma de Martin, E. van Douwen exhibe en [39] dos grupos topolégicos
numerablemente compactos cuyo producto no es numerablemente compacto.

3.2.3. Productos de grupos paratopologicos tenuemente
compactos

Debido a que la complecién de Raikov estd definida exclusivamente en grupos
topologicos, resulta muy dificil imaginar una posible extension del teorema de
Comfort-Ross (que estéd formulado para grupos topolégicos pseudocompactos
que son de Tychonoff), a grupos paratopolégicos tenuemente compactos.

Ravsky muestra en [28] que esto es posible sin la necesidad de algin
axioma de separacion, considerando sélamente a los grupos paratopoldgicos
tenuemente compactos.

Lema 3.29. Sea G un grupo topoldgico con neutro e, N la cerradura de {e}
en G, y B una base de vecindades del neutro e en G. Entonces, N es un
subgrupo cerrado invariante de G y el grupo topoldgico cociente Hausdorff
G/N es tenuemente compacto si y sdlo si G es tenuemente compacto.

Demostracion. Siel grupo G es tenuemente compacto entonces el grupo G /N
es imagen continua de un espacio tenemuente compacto. Por lo tanto G/N
es tenuemente compacto.

Ahora, sea U una familia localmente finita de subconjuntos abiertos de
G. Como N la cerradura de {e} en G, entonces UH = H para cada U € B.
Sea 7 : G — G/N el homomorfismo cociente. Por lo tanto la familia {7(U) :
U € U} es localmente finita también. Como el espacio G/N es tenuemente
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compacto, la familia {7 (U) : U € U} es finita. Por lo tanto, la familia U es
finita también y GG es tenuemente compacto. m

Sea G = [];c; Gi un producto de grupos topoldgicos, y sea e; el neutro
en G, para cada i € I. Entonces los grupos topolégicos Hausdorff G/N y
G = Hie ; Gi/N; son topolégicamente isomorfos, donde N; es la cerradura de
{e;} en G, para cada i € I. La combinacién de este resultado y el lema 3.29
nos lleva a la siguiente version del teorema 3.27.

Teorema 3.30. El producto de una familia arbitraria de grupos topolégicos
tenuemente compactos es tenuemente compacto.

Como ya se menciond, todos los grupos paratopoldgicos T3 tenuemente
compactos son grupos topolégicos. Es por este hecho, que es inmediato pre-
guntarse si el teorema 3.30 se puede extender a productos de grupos paratopo-
l6gicos Hausdorff tenuemente compactos. La respuesta a esto es afirmativa.
Ravsky muestra en [28] que al igual que en el teorema 3.30, la propiedad de
separacién Hausdorff no es necesaria.

Teorema 3.31. [Ravsky] El producto de una familia arbitraria de grupos
paratopologicos tenuemente compactos es tenuemente compacto.

Demostracion. La demostracion de este teorema se basa en el empleo de la
operacién de semiregularizacién. Primero, se tiene que un espacio X es tenue-
mente compacto si la semiregularizacion X, de X es tenuemente compacto.
Segundo, si X = [],.; X; es un espacio producto, entonces X, es homeo-
morfo a [[,.,(X;)s. Sea G = [[,c; Gi un producto de grupos paratopoldgi-
cos tenuemente compactos. Las observaciones anteriores implican que G es
tenuemente compacto si y sélo si el producto Gy = [[,c;(Gi)s es tenue-
mente compacto. Por el teorema 2.6, cada (G;)s- es un grupo paratopoldgico
tenuemente compacto y T3, entonces por el corolario 3.19, (G;)s es grupo
topoldgico para toda i € I. Como los (G;)s son grupos topolégicos, por
el teorema 3.30, concluimos que el grupo G también es tenuemente com-
pacto. [

Es importante senalar que la clase de grupos paratopolégicos tenuemente
compactos es notable en al menos dos aspectos. En primer lugar, cada grupo
paratopolégico tenuemente compacto regular es un grupo topolégico (teore-
ma 3.18), y en segundo lugar, el producto arbitrario de grupos paratopoldgi-
cos tenuemente compactos es tenuemente compacto (teorema 3.31).



32 Generalizaciones de compacidad

3.2.4. Grupos paratopolégicos numerablemente com-
pactos

La observacién y analisis de los teoremas 3.14 y 3.20, nos llevan a preguntar:
ipara qué otras condiciones de tipo compacidad un grupo paratopolégico
resulta ser un grupo topoldgico? A continuacién presentaremos algunos re-
sultados que responden a nuestra pregunta.

Los espacios numerablemente compactos son también tenuemente com-
pactos, entonces del teorema 3.18 también se concluye que:

Corolario 3.32. Todo grupo paratopologico reqular numerablemente com-
pacto es grupo topologico.

Es natural preguntarnos si podemos extender los corolarios 3.20 y 3.32 a
una propiedad de tipo compacidad mas general. Recordemos que un espacio
topologico X es secuencialmente compacto si toda sucesion de puntos de
X tiene una subsucesion convergente. Ahora, una vez definido este concepto,
podemos mencionar el siguiente teorema establecido por Bokalo y Guran en

[9].

Teorema 3.33. Todo grupo paratopologico Hausdorff secuencialmente com-
pacto es grupo topologico.

Alas y Sanchis generalizan el teorema 3.33 a una clase mas general de gru-
pos paratopoldgicos. Decimos que un espacio topoldgico X es totalmente
numerablemente compacto, si toda sucesién en X contiene una subsuce-
sion con cerradura compacta. En la clase de los espacios de Hausdorff, los
espacios secuencialmente compactos son totalmente numerablemente com-
pactos y estos a su vez son numerablemente compactos.

Alas y Sanchis prueban en [1] que todo grupo paratopoldgico estricta-
mente numerablemente compacto T} es un grupo topolégico. Ravsky prueba
en [28] el siguiente resultado que generaliza el teorema 3.33.

Teorema 3.34. Todo grupo paratopolégico estrictamente numerablemente
compacto es un grupo topologico.

Demostracion. Sea GG un grupo paratopoldgico estrictamente numerablemente
compacto. En vista del teorema 3.14, asumimos que G es infinito. Sea e el
neutro en G y K = {e}, la cerradura de e en G. Tenemos que x 'Kz C K,
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para cada x € G. Como G es infinito y estrictamente numerablemente com-
pacto, entonces K es compacto. También, como en la prueba del teorema
3.14, se puede obtener que K es un subgrupo de G.

Debido a que K es cerrado en G, el grupo paratopoldgico cociente G/ K
es un espacio T;. También, G/K es imagen continua de un homomorfismo
sobre (G, entonces es estrictamente numerablemente compacto. Por lo cual,
G/H es un grupo topolégico por el teorema de Alas-Sanchis en [1] y ademés
K es un grupo topologico. Por el lema 3.12, concluimos que G es un grupo
topoldgico. O]

Los teoremas 3.33 y 3.34 muestran que, bajo ciertas condiciones mas
fuertes que la compacidad numerable, un grupo paratopoldgico resulta ser
un grupo topoldgico.

Por 1ltimo, una generalizacién de compacidad que no hemos mencionado
en los grupos paratopoldgicos, es la propiedad de Lindeloff. Es conocido que
esta propiedad funciona mejor en la clase de los P-espacios, es decir, donde
todos los conjuntos G son abiertos. De acuerdo al teorema 4 en [23], se sabe
que un grupo paratopolégico 17 Lindelof y P-espacio es un grupo topoldgico.
En [32] y [38] se muestra que este tltimo hecho no se puede extender para la
clase de los grupos paratopologicos 1.
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Capitulo 4

Metrizacion

En este capitulo analizaremos la clase de los espacios métricos, la cual fue in-
troducida por Fréchet en 1906. Esta clase de espacios nos permite utilizar una
intuicién geométrica para conocer sus propiedades. Ademds, incluye diversos
objetos de estudio en distintas ramas de las matematicas.

En una primera parte analizaremos dos caracterizaciones de metrizacién
como lo son el célebre teorema de Birkhoff-Kakutani para grupos topolégicos
y el teorema de Nagata-Smirnov para espacios topoldgicos. Posteriormente,
mostraremos algunas condiciones necesarias para la metrizacion en grupos
paratopologicos.

4.1. El teorema de Birkhoff-Kakutani

El teorema de metrizacién de Nagata-Smirnov da una caracterizacion com-
pleta de los espacios topolégicos metrizables. En otras palabras, el teorema
describe las condiciones necesarias y suficientes para que una topologia en
un espacio se defina utilizando alguna métrica.

En esta parte de nuestro estudio analizaremos una caracterizaciéon dada
por G. Birkhoff y S. Kakutani para los grupos topolégicos metrizables, con
la cual obtenemos una riqueza de resultados a partir del primer axioma de
numerabilidad.

Para la demostracién del teorema de Nagata-Smirnov necesitamos de las
siguientes afirmaciones, cuyas pruebas pueden encontrarse detalladamente en
[11].

35
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Teorema 4.1. Todo espacio metrizable es perfectamente normal.
Teorema 4.2. Todo espacio metrizable tiene una base o-localmente finita.

Lema 4.3. Todo espacio reqular con base o-localmente finita es perfecta-
mente normal.

Lema 4.4. Sean X un espacio Ty y {p; }ien una familia numerable de pseu-
dométricas en X acotadas por 1 que satisfacen las siguientes condiciones:

i) Las funciones p; : X x X — R son continuas para todo i € N.

ii) Para todo x € X y para todo cerrado no vacio A C X tal que x ¢ A,
existe i € N tal que p;(z, A) = inf{p;(x,a) : a € A} > 0.

Entonces el espacio X es metrizable y la funcion p definida por:

o0

1
p(‘ray) = Zip2($7y) para x,y € X

=1

es una métrica en X.

El siguiente teorema fue probado por Nagata y Smirnov entre 1950 y
1951.

Teorema 4.5. [Nagata-Smirnov] Un espacio topoldgico es metrizable si
y solo si es reqular y tiene una base o-localmente finita.

Demostracion. Bastara demostrar la suficiencia. La necesidad se obtiene in-
mediatamente a partir de los teoremas 4.1 y 4.2.

Sea X un espacio topoldgico regular con base B = |J,~, B;, donde B; =
{U,}ses, es una familia localmente finita. Para cada i € N y para algin
s € S;, por el lema 4.3 y el teorema 1.5.13 en [11], existe una funcién continua
f:X — I tal que U, = f71((0,1]). Como la familia {W}.cs,, donde W, =
(Us x X) U (X x Uy), es localmente finita en X x X y |fs(x) — fs(y)| = 0 si
(x,y) ¢ Wy, se sigue del teorema 1.4.7 en [11] que dejando

gi(x7y> = Z |fs(x) - fs(y)|’ para (x,y) e X xX

SES;

se define una funcién continua g; : X x X — R. Para cada ¢+ € N, la férmula
pi(xz,y) = min{1, g;(z,y)} define una pseudométrica continua en el espacio
X que es acotada por 1 y la familia {p;};en satisface las condiciénes (i)
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y (ii) del lema 4.4. Es decir, para todo x € X y todo cerrado no vacio
A C X tal que x ¢ A, existe U € B tal que z € Uy A C X\U. Ahora,
U=UseB;paraalginiy s € S; y como fs(x) >0y fs(A) = {0}, tenemos
que inf{p;(z,a) : a € A} > fs(x) > 0. Entonces por el lema 4.4 tenemos que
X es metrizable. O

Ahora, introduciremos el concepto de “prenorma” de un grupo, que fue
dado por A. A. Markov en [19] bajo el nombre de pseudonorma.

Sea GG un grupo abstracto con elemento neutro e. Sea N una funcién
de valores reales definida en GG. Diremos que N es una prenorma en G si
satisface las siguientes condiciones para todos los x,y € G:

a) N(e) = 0;
b) N(zy) < N(z) + N(y);
c) N(z71) = N(x).

Proposicién 4.6. Si N es una prenorma en un grupo G, entonces N(zx) > 0,
para todo x € G.

Demostracién. Sea x € G, por a), b) y ¢) tenemos 0 = N(e) = N(zz™!) <
N(x)+ N(z™') = 2N(x). Por lo tanto, N(z) > 0. O

Proposicién 4.7. Si N es una prenorma en un grupo G, entonces |N(x) —
N(y)| < |N(zy™Y)|, para todos z,y € G.

Demostracién. Por b) tenemos que N(y) < N(z)+ N(x~'y). También de b)
y c) se sigue que N(z) = N(z7') < N(y~!) + N(z7'y) = N(y) + N(a™'y).
Por ambas desigualdades se obtiene la conclusion de la proposicién. O

Si N es una prenorma en un grupo G, al conjunto
By(e) ={z € G: N(x) < ¢},

donde € es un nimero positivo, le llamaremos la N-bola de radio . Ademas,
los conjuntos By(g) son abiertos cuando N es una prenorma continua.

El siguiente lema, cuya demostracién se encuentra en [7], es de gran im-
portancia para obtener el resultado deseado para grupos topoldgicos primero
numerables.
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Lema 4.8. Sea {U, : n € w} una sucesion de vecindades abiertas simétricas
del neutro e, en un grupo topoldgico G tal que U2, C U,, para cada n € w.
Entonces existe una prenorma N en G que satisface la condicion:

1 2
{mEG:N(x)<2—n}CUnC{xGG:N(m)SQ—n},pamtodonEw.

Por lo tanto esta prenorma N es continua. Ademds, si los conjuntos U, son
invariantes, entonces la prenorma N en G satisface que N(zyx™) = N(y),
para todos x, y € G.

El siguiente teorema es una importante aplicacién del lema 4.8.

Teorema 4.9. [G. Birkhoff, S. Kakutani] Un grupo topolégico G es
metrizable si y solo si es primero numerable.

Demostracion. La necesidad es clara para espacios topoldgicos en general.
Probemos la suficiencia. Tomemos una base numerable {U,, : n € w} de G en
el elemento neutro e. Por induccién, obtenemos una sucesién {V,, : n € w}
de vecindades abiertas y simétricas del neutro tal que V,, C U, y V2., C Vj,
para cada n € w. Esta sucesién es también una base para G en e. Por el lema
anterior, existe una prenorma N en G, tal que By(1/2") C V,, para cada
n € wy se sigue que los conjuntos abiertos By (1/2") forman una base de G
en e.

Definamos ¢y (z,y) = N(zy™!), para z, y € G. Mostraremos que @y
es una métrica en G que genera su topologia original. Claramente tenemos
que ¢n(z,y) = N(xy~!) > 0, para todo z, y € G, y ademés ¢n(z,x) = 0,
para todo © € G. Sean x,y € G, supongamos que ¢y (z,y) = 0, entonces
ry~! € By(1/2") C U, para cada n € w. Como {e} =) . Uy, se sigue que
xy~! = e, por lo cual z = y.

Ahora, sean z, y, z € G. Entonces

new

on(x,2) = N(zz™h)
N(zy~'yz"") < N(zy™) + N(yz"")
- (bN(a:,y)—l—ng(y,z).

Por lo que ¢y es una métrica en G.
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Notemos que la métrica ¢ es invariante por la derecha, esto es

on(rz,y2) = N(zzz"ly ™) = N(zy™ ) = on(z,v),

para todos los x,y,z € G. Ahora, con la métrica ¢y, la N-bola By(e) es
claramente la esfera de radio € con centro en e, entonces la esfera de un punto
x € G de radio ¢ es presisamente el conjunto By(¢)x. Como los conjuntos
Bn(1/2™) forman una base de G en e, entonces para todo punto z € G,
los conjuntos By(1/2")z forman una base de G en x, esto es, las esferas
de e de radio 1/2" forman una base del espacio G en el punto z. Por lo
tanto, la métrica ¢ genera la topologia original del espacio G, es decir, GG
es metrizable. O

Este tltimo teorema, probado en [8] y [16], nos muestra la enorme ganan-
cia que obtenemos a partir de suponer el primer axioma de numerabilidad
en un grupo topolégico. Sin embargo, no podemos extender esta afirmacion
para grupos paratopologicos ni espacios topologicos en general. Un claro
contraejemplo para ambos casos serfa la Linea de Sorgenfrey Lg, donde todo
elemento tiene una base local numerable pero no puede ser metrizable. Esto
es por que Lg tiene un subconjunto denso numerable, pero no tiene la base
numerable, que significa que es separable sin ser segundo numerable.

Una vez introducido el concepto de prenorma y dada una caracterizacién
de grupos topoldgicos metrizables, podemos encontrar algo més acerca de los
axiomas de separacion en grupos topoldgicos.

Sea G un grupo topolégico con neutro e y Ng(e) la familia de vecindades
simétricas de e en G. Para un elemento V' € Ng(e) definimos Oy C G x G
como

Ov={(g,h) €GxG:gh™t cV,g'heV}.

Denotamos por D¢ la familia de todos los subconjuntos simétricos de G' x G,
y definimos el conjunto Vg como

Vo =1{D € Dg : Oy C D para algtin V € Ng(e)}.

Sea R el grupo aditivo de los ntimeros reales, y sea U una uniformidad en
R, cuya base esta formada por los conjuntos U(e) = {(x,y) € R: |[z—y| < e},
donde € > 0.

Sea G un grupo topoldgico. Una funcién f con valores reales sobre G es
uniformemente continua si f es un mapeo uniformemente continuo de
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(G, V) a (R,U). Esto significa que para todo € > 0, existe O € Vg tal que
|f(z) = f(y)] < e siempre que (z,y) € O.

Un grupo topoldgico G es llamado uniformemente Tychonoff, si para
toda vecindad abierta V' del neutro e de G, existe una funcién uniformemente
continua f : G — R que satisface f(e) =0y f(z) > 1 para cada z € G\ V.
Claramente, si G es uniformemente Tychonoff entonces es un espacio de
Tychonoff.

Para mostrar nuestro resultado principal, necesitamos del siguiente hecho
probado por A. A. Markov (teorema 3.3.9 en [7]), que es inmediato después
del lema 4.8.

Teorema 4.10. Sea G un grupo topoldgico con neutro e. Para cada vecindad
abierta del neutro U, existe una prenorma continua N en G tal que la bola
unitaria By (1) estd contenida en U.

Teorema 4.11. Todo grupo topologico G es uniformemente Tychonoff.

Demostracion. Sea U una vecindad abierta de la identidad e en G. Por el
teorema 4.10, existe una prenorma continua N en G tal que By(1) C U.
Entonces tenemos que N(e) =0y N(z) > 1, para cada z € G\ U.

Ahora, supongamos que z es un punto de G, y € un nimero positivo.
Como N es continua, tenemos que existe una vecindad U del neutro e en GG
tal que N(z) < ¢, para todo z € U (proposicién 3.3.7 en [7]). Entonces, el
conjunto V' = zU es una vecindad abierta de z. Tomamos y € zU, entonces
2"y € U, y por lo tanto, N(27'y) < e. Por la proposicién 4.7, se sigue
que |N(z) — N(y)| < e. Por lo tanto, N es uniformemente continua y G es
uniformemente Tychonoff. m

4.2. Metrizaciéon en grupos paratopoldgicos

Anteriormente se justificé que un grupo paratopolégico primero numerable no
necesariamente es metrizable, sin embargo, existen algunas condiciones bajo
las cuales un grupo paratopoldgico primero numerable resulta ser metrizable.

Un espacio de Tychonoff X es un p-espacio si existe una coleccién nu-
merable £ = {7, : n € w} de familias =, de conjuntos abiertos en la com-
pactacién de Stone-Cech X de X tal que ({St(2,7,) : n € w} C X, para
todo x € X. En 1963, A. Arhangel’skii introduce la clase de los p-espacios
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y demuestra que los p-espacios paracompactos son preimégenes perfectas de
espacios métricos.

Un espacio topolégico X se dice que tiene una diagonal regular Gy si la
diagonal A = {(a,a) : a € G} se puede representar como A = ({U : U € v},
donde ~ es alguna familia numerable de vecindades abiertas de A en G x G.

Teorema 4.12. Para todo grupo semitopoldogico Hausdorff paracompacto G
de w-cardcter numerable, existe un mapeo continuo e inyectivo de G sobre un
espacio métrico.

Demostracion. Como G es Hausdorft con m-cardcter numerable, tenemos que
la diagonal A en G x G es un conjunto Gy (corolario 5.7.5 en [7]). Por la
paracompacidad de G, se sigue del ejercicio 5.5.7 en [11] que existe un mapeo
inyectivo y continuo sobre un espacio métrico. O

Para mostrar una caracterizacion de metrizacion para grupos paratopologi-
cos, requerimos del siguiente hecho auxiliar ([11]):

Lema 4.13. Supongamos que un espacio X admite un mapeo perfecto sobre
un espacio de Hausdorff Y y un mapeo continuo e inyectivo sobre un espacio
de Hausdorff Z. Entonces X es homeomorfo a un subespacio cerrado de’Y X Z.

Una relacion que guarda el primer axioma de numerabilidad con la metriza-
ciéon de un grupo semitopoldgico es:

Teorema 4.14. Un grupo semitopologico G es metrizable si y sélo si es
p-espacio paracompacto con m-caracter numerable.

Demostracion. Debido a que cualquier espacio métrico es paracompacto y p-
espacio, bastard mostrar la suficiencia. Como G es paracompacto y p-espacio,
entonces admite un mapeo perfecto sobre un espacio métrico (problema 228,
cap. 5 en [5]). También, por el teorema 4.12, tenemos que G admite un mapeo
inyectivo sobre un espacio métrico. Por el lema 4.13, concluimos que G es
homeomorfo a un subespacio cerrado del producto de dos espacios métricos.
Por lo tanto G es metrizable. m

El teorema anterior resulta tener diversas aplicaciones en espacios Cech-
completos y primero numerables. En particular, tenemos:

Corolario 4.15. Un grupo paratopoldgico es metrizable si y solo si, es primero
numerable, paracompacto y p-espacio.
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Ademas, a partir del teorema anterior, podemos concluir algo més sobre
la linea de Sorgenfrey. Este es un grupo paratopoldgico primero numerable,
paracompacto, pero no es p-espacio, ya que no es metrizable. El cuadrado
Ls X Lg es también un grupo paratopolégico primero numerable que no es
paracompacto, aunque es subparacompacto, es decir, toda cubierta abierta
de Lg x Lg puede ser refinada por una cubierta o-discreta. Esta combinacién
de propiedades no es solo una caracteristica de la linea de Sorgenfrey, sino que
es, en cierto sentido, una tipica caracteristica de los grupos paratopolégicos
primero numerables.

A continuaciéon, veremos una propiedad muy importante de los subespa-
cios pseudocompactos de un grupo paratopoldgico regular y primero nume-
rable. Zenor establece en [41] lo siguiente:

Teorema 4.16. Un espacio X tiene una diagonal reqular Gs si y solo si
existe una sucesion de vecindades {G, : n € N} de cubiertas abiertas de X
con la siguiente propiedad:

Para cualesquiera puntos distintos x,z € X, existen vecindades abiertas
O, y O, de x y z, respectivamente, y k € N tal que ningin elemento de Gy,
intersecta a O, y O,.

Arhangel’skii y Burke probaron en [3] que todo grupo paratopoldgico
Abeliano Hausdorff G primero numerable tiene una diagonal regular Gi.
Posteriormente Chuan Liu muestra el siguiente hecho en [18].

Teorema 4.17. Sea G un grupo paratopolégico Hausdorff primero nume-
rable, entonces G tiene una diagonal reqular Gy.

Demostracion. Tomamos una base numerable {V}, : n € N} en el neutro e
de G, tal que Vn2+1 C V,, para toda n € N. Sea x € G; entonces xV,,, V,,x son
abiertos para cada n € N, ya que G es un grupo paratopoldgico. Para x € G,
n € N, sea W, (z) = xV,, N V,x. Entonces W,,(x) es una vecindad de z. Sea
Gn = {W,(z) : x € G} paran € N. Entonces {G, : n € N} es una sucesién
de cubiertas abiertas en G.

Afirmacion: para y,z € G, y # z, existe k € N, tal que ningin elemento de
G, intersecta simultaneamente a yVj y 2Vj.

Supongamos que para cualquier n € N, existe un elemento W,(z,,) € G,
tal que yVi N W, (z,) # 0 y W, (z,) N 2Vy # 0. Entonces existen a,, by, ¢y,
dn y fn en Vn tal que ya, = xnbn; TnCn = dnxn = an7 yan, = drjldnxnbn =
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d 'z fub,. Como a, — e, tenemos que ya, — y, por lo cual d,'zf,b, — y.
También d, — e, ya que d, € V,, como G es un grupo paratopoldgico,
entonces d,d;'zf,b, — ey = y, por lo tanto zf,b, — y. Note que f,,
b, € V,, entonces f,b, — e, por lo cual zd,b, — z. Como G es Hausdorff,
entonces y = z, esto es una contradiccion.

Por el teorema 4.16, G tiene una diagonal regular Gs. O

De acuerdo al corolario 4 en [3], tenemos que un subconjunto pseudocom-
pacto de un espacio regular X es metrizable si X tiene una diagonal regular
G's. Por lo tanto se concluye lo siguiente:

Corolario 4.18. 57 H es un subespacio pseudocompacto de un grupo paratopo-
logico reqular primero numerable G, entonces H es compacto y metrizable.

El siguiente ejemplo nos muestra que el teorema 4.18 no se cumple para
espacios topolégicos en general. Recordemos que una familia A de subconjun-
tos infinitos de w es cast ajena si para cualesquiera dos elementos distintos
A, B € A, tenemos que AN B es finito. Una familia maximal casi ajena (fa-
milia MAD) es un elemento maximal en la familia de todas las familias casi
ajenas con el orden establecido por la contencién. Un espacio topolégico es de
Mroéwka (6 Isbell-Mréwka) si tiene la forma ¥(A) = wU A, donde A es una
familia casi ajena de subconjuntos infinitos de w, y su topologia es generada
por la siguiente base: {n} es abierto para cada n € w y una vecindad bésica
de A € Aesdelaforma{A}UB, donde B C Ay A\ B es finito. Para toda
familia MAD A, ¥(A) es localmente compacto, pseudocompacto y primero
numerable y si A es una familia MAD infinita, entonces ¥(.A) no es normal
(por lo tanto, no es compacto ni métrico). Por lo cual, concluimos que no
podemos extender el teorema 4.18 a espacios topolégicos.
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Capitulo 5

Cardinales invariantes

En este capitulo abordaremos diversos resultados muy interesantes acerca del
comportamiento de algunos cardinales invariantes de espacios topolégicos y
grupos paratopologicos, tales como el peso, peso red, densidad, caracter,
pseudocaréacter, nimero de Lindelof, extension y celularidad.

5.1. Cardinales invariantes elementales

En esta seccién mostraremos que algunos cardinales invariantes basicos fun-
cionan mejor en grupos topoldgicos (o en ocaciones en grupos paratopoldgi-
cos) que en espacios topoldgicos.

Para un espacio topolégico X denotaremos por w(X), nw(X), d(X),
X(X), ¥(X), I(X), e(X) y ¢(X) el peso, peso red, densidad, caracter, pseu-
docaracter, nimero de Lindelof, extension y celularidad respectivamente. El
m-peso y el m-cardcter de X son denotados por mw(X) y mx(X). El mini-
mo numero de subespacios compactos de X necesarios para cubrir a X es
denotado por k(X) y es llamado el nimero de cubierta compacta.

La siguiente proposicién es una combinacién de la proposicién 2.3 en [25]
y la proposicién 2.11 en [26]:

Proposicion 5.1. Las siguientes igualdades son vdlidas para cualquier grupo
paratopologico Ty G :

w(G) = nw(G) - (G) = UG x @) - X(G).

45
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Demostracion. La igualdad w(G) = nw(G) - x(G) es muy importante y
ademas es sencilla de deducir ya que, si suponemos que tenemos una base
local N (e) del elemento neutro e de un grupo paratopolégico G'y C es una
red de G, entonces, por la continuidad de la multiplicacién en G, la familia
{UC :U € N(e), C €C} es una base para G.

Ahora, sea B una base del neutro e en G. Seam : G X G — G la operacion
de multiplicacién del grupo G. Entonces, D = m~!(e) es un subconjunto
cerrado de el espacio G x G y por lo tanto I(D) < I(G x G). Sea 77 una
topologia de grupo sobre G con la base B = {UNU! : U € B}. Sea
m: G x G — G con w(x,y) = x la proyeccién sobre la primera coordenada.
Entonces, 7|D :— (G, 7%) es un homeomorfismo. Por lo tanto, nw(G,7) <
w(G, 1) < x(G,7) - (D) < x(GQ) - I(G x G). Por la primera igualdad de
esta proposicion, concluimos que w(G) < nw(G)x(G) < x(G) - I(G x G) <
w(G). O

Un ejemplo que muestra que la proposicién 5.1 no puede ser valida en
espacios topoldgicos, puede encontrarse en [4]. Sea X = T'U S, donde T =
{(z,y) eR?: y > 0} y S = {(x,y) € R? : y = 0}. Los puntos en T tienen
vecindades abiertas usuales en el plano, y un abierto basico en un punto
(z,0) € S es el conjunto A7, oy = {(y,0) : |z — y| < e} U B.(z,¢), donde
B.(z,¢) es la bola con centro en (z,¢) de radio ¢, para algin ¢ > 0. El
conjunto T es primero numerable por la topologia heredada de R? y para
algin punto (x,0) € S, el conjunto {Az%) : m € w} es una base local
numerable para (x,0), entonces S es primero numerable y asi X es primero
numerable también. Los conjuntos S y T', como subespacios del plano, tienen
bases numerables entonces X tiene una red numerable, pero X no es segundo
numerable, por lo tanto w(X) > nw(X)-x(X) = w. Por lo cual, la proposicién
5.1 no es valida para espacios topologicos en general.

Un subconjunto A de un grupo paratopolégico G es llamado 7-estrecho
en GG si para toda vecindad del neutro e en G, existe un subconjunto F' de
G tal que A C FUNUF y |F| < 7. Claramente, G es T-estrecho si y sélo si,
es T-estrecho en si mismo. El indice de estreches de un grupo topoldgico
G esta definido como el minimo cardinal 7 > w tal que G es T-estrecho, y
serd denotado como ib(G).

Proposicién 5.2. La igualdad w(G) = ib(G) - x(G) se satisface para todo
grupo topologico G.
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Demostracion. Debido a que las igualdades ib(G) < I(G) < w(G) (proposi-
cién 5.2.3 en [7]) y x(G) < w(G) son ciertas para todo grupo topolégico G,
entonces bastara verificar la desigualdad w(G) < ib(G) - x(G).

Sea 7 = ib(G) - x(G). Denotamos por ‘H una base del neutro e en G tal
que |H| < 7. Como G es T-estrecho, podemos encontrar para todo U € H,
un conjunto Sy C G con |Sy| < 7 tal que SyU = G. Para todo U € H,
ponemos By = {zU : x € Sy}. La familia B = |J{By : U € H} satisface
B < 7, y probaremos que B es una base para G.

Ahora, sea O una vecindad del punto a en GG. Entonces, podemos encon-
trar U,V € H tal que aU C O y V'V C U. Existen z € Sy tal que a € 2V
tal que z € aV~!. Tenemos que

2V C (aV YV =a(V'V) CalU C O,

esto es, £V es una vecindad abierta de a y 2V C O, y ademés zV € B. Por
lo tanto, la familia B es una base para G y la igualdad queda probada.
la igualdad queda probada. O

La proposicion 5.2 nos ayuda a encontrar algunas desigualdades en grupos
topolégicos que acotan superiormente el peso de estos (teorema 5.2.5 en [7]):

Teorema 5.3. Todo grupo topoldgico satisface:
a) w(G) < d(G) - x(G);
b) w(G) < k(G) - x(G);
) w(G) < UG) - x(G).

Demostracion. Debido a que ib(G) < ¢(G) < d(G) y ib(G) < I(G) < k(G)
para todo grupo topolégico, por la proposicién 5.2 obtenemos a), b) y ¢). [

Notemos que en el teorema 5.3 los incisos a) y ¢) son igualdades. También,
dicho teorema no se puede extender para espacios Hausdorff compactos. Un
ejemplo de esto es el espacio de dos flechas, este es el conjunto Z =
[0,1] x {0, 1}, dotado con la topologia de orden lexicogréfico, donde el orden
lexicografico estd definido como: (z,t) < (y,s) six <yox =yyt <s.
Entonces Z con la topologia dada por éste orden es un espacio compacto,
primero numerable, separable pero w(Z) = .

En los grupos paratopoldgicos, los incisos a) y ¢) no son ciertos, Lg es
un claro ejemplo de esto. Veamos que el inciso b) es cierto para grupos
paratopoldgicos con ciertas propiedades.
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Proposicién 5.4. Sea G un grupo paratopolégico Hausdorff con x(G) < a.
Si G = Ugeq Kp, con Kg compacto y w(Kp) < a para toda 8 € a. Entonces
w(G) < k(G) - x(G).

Demostracion. Como Kz es compacto y Hausdorff, entonces w(K3) = nw(Kp)
para toda (3 € «, por lo tanto nw(G) < a. Por el teorema 5.1, tenemos que
w(G@) = nw(G) - x(G) < a. Por lo tanto, la prueba esta completa. O]

El siguiente resultado muestra que en grupos topoldgicos, no existe dife-
rencia entre algunas funciones cardinales (proposicion 5.2.6 en [7]).

Proposicion 5.5. Sea G un grupo topoldgico, entonces

a) x(G) = mx(G);
b) w(G) = Tw(G).

Demostracion. a) Es suficiente mostrar que x(G) < myx(G). Sea vy una m-base
del neutro e en G tal que |y| = 7x(G). Entonces la familia p = {UU ! : U €
~} es una base local de e. En efecto, si O es una vecindad de e en G, existe
una vecindad de e tal que VV ™1 € O. Como v es una m-base de e, exite
Uc~yconUCV.Entonces W=UU"'¢e€puyeecW C O. Esto prueba que
@ es una base de la identidad de G. Como |u| < |y] = 7x(G), por lo cual
X(G) < 7x(G).

b)Notemos que d(G) < mw(G) y mx(G) < mw(G). Por lo tanto, por el
inciso a) y el teorema 5.3, tenemos

w(@) <d(G) - x(G) < d(G) - mx(G) < Tw(G).
Ya que toda base es una m-base, concluimos que 7w(G) = w(G). O

Las dos igualdades del teorema 5.5 no son validas para espacios compactos
de Hausdorff, ya que si tomamos la compactacién por un punto aD de un
espacio discreto no numerable D, tenemos que Ry = mx(aD) < x(aD) = |D|.
Ademés, el espacio de las dos flechas Z es compacto y satisface Ry = mw(Z) <
w(Z) =c.

También, ambas igualdades del teorema 5.5 no pueden extenderse a gru-
pos paratopoldgicos. Esto es porque la linea de Sorgengrey Lg satisface
w = 1w(Lls) < w(Ls) = 2. Ademads, Arhangel’skii y Burke construyen
el siguiente ejemplo (teorema 37 en [3]):

Teorema 5.6. FExiste un grupo paratopologico numerable Tychonoff con -
base numerable que no es primero numerable.
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Presentamos un breve resumen de la demostracién del teorema 5.6. Sea 7
la topologia usual de R2. Definimos B; como la familia de todos los V' C R?,
tales que existe (a,b) € V, con las propiedades:

a) V\ (a,b) €Ty
b) existe € > 0 tal que {(x,b) :a<x<a+e} CV.

Es claro que si Vy vy Vo € By y s € Vi N V5, entonces existe un V' € By tal
que s € V C Vi N Vy. Por lo que By es la base de alguna topologia 7, en R?
que contiene a la topologfa usual 7. No es dificil verificar que (R? ;) es un
grupo paratopolégico. Como una 7-base de 7 es una m-base de 77, entonces
(R?,71) tiene una 7-base numerable y es separable. Ademés, (R? 1) no es
Fréchet-Urysohn, ya que cada sucesién convergente en (R? 7;) a partir de
cierto n, se vuelve horizontal. Por lo tanto, (R?, 1) no es primero numerable.

Ahora, si tomamos a G como el conjunto de todos los puntos de R?
con ambas entradas racionales y dotado con la topologia inducida por 7,
obtenemos un subespacio de (R? 7;). Como G es denso en (R? 71), entonces
también G tiene una w-base numerable y G no es primero numerable por la
misma razén de que (R? 71) no lo es.

Eli-peso de un espacio de Tychonoff X es denotado por iw(X) y se define
como el minimo cardinal 7, tal que existe una biyeccion continua de X sobre
un espacio de Tychonoff de cardinalidad 7. Tenemos que iw(X) < w(X) y
iw(X) < nw(X), para todo espacio de Tychonoff X (lema 5.2.10 en [7]) .

Un viejo problema planteado por Arhangel’skii es encontrar una cota
superior para cardinalidades de espacios regulares Lindelof con pseudoca-
racter numerable. En grupos topoldgicos, el problema de Arhangel’skii tiene
una solucién relativamente simple (teorema 5.2.15 en [7]):
Teorema 5.7. Todo grupo topoldgico G satisface |G| < 2UE)¥(G),
Demostracion. Todo espacio de Tychonoff satisface |X| < 2¥(X) (teorema
1.5.1 en [11]). Como las biyecciones no cambian el tamano de los espacios,
tenemos la desigualdad |X| < 2*(*). La proposicién 5.2.11 en [7] nos dice
que para cualquier grupo topoldgico GG, existe un isomorfismo continuo sobre
un grupo topolégico H que satisface w(H) < ib(G) - ¥(G). Asi, iw(G) <
ib(G) - (G) y tenemos que |G| < 2°@¥(E . Por la proposicién 5.2.1 en

[7] (ib(G) < I(G) para todo grupo topoldgico G ) concluimos que |G| <
UG)P(G) 0
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Del teorema 5.7 se deduce que los grupos topoldgicos Lindelof con pseu-
docarédcter numerable tienen cardinalidad menor o igual que 2“. Sanchis y
Tkachenko extienden el teorema 5.7 a grupos paratopolégicos ([33]):

Teorema 5.8. Todo grupo paratopolégico Hausdorff G con l(G) - ¥(G) < w
tiene cardinalidad menor o igual que 2%.

Demostracion. Sea N (e) la familia de vecindades abiertas del neutro e en G.

Afirmacién 1: Para todo U € N (e), existe una familia numerable A\ C
N(e) tal que e, V'V CU.

En efecto, tomamos U € N(e) y sea F = G\ U. Como G es Hausdorft,
para cada x € F' existen vecindades abiertas O, y W, en G tal que e € O,
y z € W,. Tomamos V, € N(e) tal que V, € O, y V2 C W,. Entonces
V., NV2 =10, por lo cual V'V, N V,x = (. Como la familia {V,z : x € F}
de conjuntos abiertos en GG cubre al subconjunto cerrado F' de G, y G es un
grupo paratopologico de Lindel6ff, podemos tomar un conjunto numerable
C C Ftalque F C J,c Vaw. Sea Ay = {V, : © € C}. Por la eleccién de C'y
la igualdad V7'V, NV,z = () para x € C, se concluye que ﬂVGAU V-V cU.

Sea v una familia de vecindades abiertas de e tal que {e} = ()~. Por la
afirmacién 1, para todo U € v existe una familia numerable Ay C N (e) tal
que yey, V'V CU. Sea A = Uy, Av- Entonces la familia A es numerable
yveeNyan V'V C Ny = {e}. Porlo tanto, o, V'V = {e}.

Como G es de Lindeloff, para todo V' € X existe un conjunto numerable
Cy CcGtalque G=Cy-V.

Afirmacién 2: La familia P = {aV : V € \,a € Cy} es una pseudobase
para G, es decir, para dos elementos distintos z,y € G, existe un elemento
PePtalquexe Pyy¢P.

En efecto, tomamos dos elementos distintos z,y € G. Como z~ 'y # e,
existe V € X tal que 27y ¢ VIV, Se sigue de G = Cy -V que x € daV,
para algin a € Cy. Supongamos que y € aV. Entonces, podemos encontrar
v1,vy € V tal que £ = avy y y = avy, por lo cual 27y = vy tv, € V'V, Esta
contradiccién muestra que el elemento P = aV € P satisface z € Py y ¢ P.

Como la familia A y los conjuntos C'y con V' € X son numerables, obser-
vamos que la pseudobase P también lo es. Tomando a P como una subbase
de una topologia 7 en G, obtenemos el espacio (G, 7) que es 17 y tiene base
numerable. Como todo espacio T} de base numerable tiene peso a lo mas 2“
(teorema 2.2 en [15]), concluimos que |G| < 2¥. O
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En el siguiente teorema observamos que en un grupo topolégico G, el
ntimero de cubierta compacta k(G), puede ser utilizado para limitar el peso
red de éste.

Teorema 5.9. Sea G un grupo topoldgico, entonces nw(G) < k(G) - (G).

Demostracion. Sea 7 = k(G) - ¢¥(G). Como ib(G) < I(G) < k(G), por la
proposicién 5.2.11 en [7], existe un isomorfismo continuo ¢ : G — H sobre
un grupo topolégico H tal que w(H) < 7. Sea K una familia de conjuntos
compactos en G tal que K = G y |K| = k(G) < 7. La restriccién de ¢
a todo K € K es un homeomorfismo, de modo que w(K) < 7 para todo
K € K. Como G = |J K, concluimos que nw(G) < 7-7=T7. O

Notemos que el espacio de las dos flechas Z, cumple nw(Z) = w(Z) = «c.
Ya que Z es compacto y primero numerable tenemos que Xy = k(Z)-¢(Z) <
nw(Z) = ¢. Por lo cual concluimos que el teorema 5.9 no es vélido para
espacios Hausdorff compactos.

5.2. EIl nimero de Nagami

En esta pequena parte mostraremos una propiedad muy importante: to-
dos los grupos topolégicos o-compactos tienen celularidad numerable. Poste-
riormente, extenderemos este resultado a grupos paratopolégicos T7.

Supongamos que X es un subconjunto de Y y que 7 es una familia de
subconjuntos de Y. Diremos que 7 separa X de Y \ X si para todo z € X
ytodoy € Y\ X, existeun FF € ytalquex € Fyy¢ F.

Sea X la compactacién de Stone-Cech de un espacio de Tychonoff X y
sea F la familia de todos los subconjuntos cerrados de X . El numero de
Nagams se define como:

Nag(X) =min{|P|: P C F, P separa X de fX \ X}.

Todo espacio de Tychonoff X cumple Nag(X) < k(X), entonces todo espacio
Tychonoff o-compacto satisface Nag(X) < Ny.

Finalmente, un espacio X se dice que es T-celular (o equivalentemente,
cel.(X) < 7) si toda familia v de conjuntos G en X contiene una subfamilia

ntal que n| <7y Un=Un~.



52 Cardinales invariantes

Debido a que todo grupo topolégico o-compacto G tiene Nag(G) < w'y
todo grupo topolégico G con Nag(G) < 7 es 7-celular (teorema 5.3.18 en
[7]), se puede concluir el siguiente resultado.

Corolario 5.10. [M.G. Tkachenko] Todo grupo topoldgico o-compacto
tiene celularidad numerable.

Esté corolario aparecio por primera vez en 1983 y fue mostrado por
Tkachenko en [34].

El corolario 5.10 no es cierto para espacios topologicos compactos. Esto
es, si tomamos la compactacion por un punto aD, de un espacio discreto
no numerable D, tenemos que aD) es un espacio compacto que contiene una
cantidad no numerable de conjuntos abiertos ajenos dos a dos.

Por otra parte, el teorema 5.10 puede extenderse a grupos paratopolédgicos
1.

Teorema 5.11. Si G es un grupo paratopologico Ty y o-compacto, la celula-
ridad de G es numerable.

Demostracion. Como G es Tp, por el teorema 1.12 se tiene que el grupo
topolégico G* asociado a G es topoldgicamente isomorfo a un subgrupo
cerrado del producto (G,7) x (G,771), donde 7 es la topologia de G. Co-
mo (G,7) y (G,771) son o-compactos, entonces también lo es el producto
(G,7) x (G,771), y como G* es isomorfo a un subgrupo cerrado, entonces
G* es o-compacto y por corolario 5.10, G* tiene celularidad numerable. De-
bido a que G es imagen isomorfa y continua de G* y los mapeos continuos
no incrementan la celularidad, podemos concluir que G tiene celularidad nu-
merable. O

El teorema 5.11 fue presentado por Reznichenko en 2008. Pero, recien-
temente Tkachenko presenté en [37] el mismo resultado sin la necesidad de
axiomas de separacion.

Por el teorema 5.3.15 en [7] sabemos que para cualquier espacio topol6gi-
co de Tychonoff X se cumple la igualdad nw(X) = Nag(X) - iw(X). El
siguiente resultado nos muestra que el i-peso puede ser remplazado por el
pseudocaracter en el caso de los grupos topoldgicos.

Teorema 5.12. Todo grupo topolégico G satisface nw(G) = Nag(G) - (G).
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Demostracion. Claramente, ¥(G) < nw(G). Ya que todo espacio de Ty-
chonoff X satisface Nag(X) < nw(X), entonces Nag(G) - ¥(G) < nw(G).
Ahora, si 7 = Nag(G) -9 (G), entonces la identidad e de G es un conjunto G,
en G,y el lema 5.3.24 en [7] implica que existe un homomorfismo continuo
abierto m : G — K sobre un grupo topoldgico K con nw(K) < 7 tal que
{e} = 77! (e). Por lo tanto, 7 es un isomorfismo topoldgico de G sobre K y
nw(G) < T. O

El teorema anterior no es vélido para espacios topoldgicos en general.
Consideremos Z el espacio de las dos flechas. Por ser compacto, Nag(Z) < w
y ¥(Z) = x(Z) = w, pero nw(Z) = w(Z) = .
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Conclusion

La presente tesis esta desarrollada en las areas de topologia general y alge-
bra topoldgica. Esta basada principalmente en el estudio comparativo de las
propiedades de tipo compacidad en los espacios topolédgicos, grupos topoldgi-
cos y grupos paratopologicos.

Fueron de nuestro especial interés los grupos paratopolégicos, debido a
que en esta clase de grupos, pueden o no preservarse las propiedades de grupos
topologicos estudiadas a lo largo de este trabajo. También, hemos mostrado
la gran influencia de los axiomas de separacién en los grupos paratopolégicos
con alguna propiedad de tipo compacidad.

Se realizé un estudio acerca de las caracterizaciones de metrizacion en
grupos topoldgicos y espacios topoldgicos. Ademas, a partir de algunos hechos
presentados por Arhangel’skii y Reznichenko ([2]), fue posible presentar una
caracterizacion de metrizacion para grupos paratopoldgicos.

Fueron presentados algunos hechos importantes acerca del comportamien-
to de algunos cardinales invariantes en espacios topolégicos y grupos topologi-
cos y paratopoldgicos. En especial, fue de mayor interés estudiar el teorema de
Tkachenko: todo grupo topoldgico o-compacto tiene celularidad numerable

([35]).

Por 1ltimo, hemos de recalcar la importancia de las propiedades de tipo
compacidad en los grupos paratopoldgicos, ya que es aqui donde es mas
extenso el estudio de éstas y otras propiedades topoldgicas.
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